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PRA COMECO DE CONVERSA...

Ola!  Seja bem-vindo(a) ao curso de pods-graguagao lato sensu “Especializagdo em
Matemética”. Seja bem-vindo(a) ao Mdédulo da Disciplina Algebra Linear. Neste
médulo, vocé ird estudar a disciplina Algebra Linear, que serd oferecida em dois meses
e tem uma carga horaria de 60 horas. Voceé devera estudar os seguintes tépicos:

1. Espacos Vetoriais: Defini¢cao, exemplos e propriedades. Dependéncia linear, bases e
dimensao. Espacos vetoriais finitamente gerados. Coordenadas. Subespagos vetori-
ais.

2. Transformacoes Lineares: Definicao, exemplos e propriedades. Ntcleo e imagem de
uma transformagao linear. Matriz de uma transformacao linear. Isomorfismos entre
dois espacos vetoriais.

3. Espacos com produto interno: Produto interno. Norma. Ortogonalidade. Processo
de ortogonalizacao de Gram-Schmidt. Complemento ortogonal. Projecao ortogonal.

4. Diagonalizacao de Operadores: Autovalores e autovetores de operadores lineares.
Polinémio caracteristico. Operador linear adjunto. Operador linear autoadjunto.
Operador linear normal. Operador linear unitario.

Dividimos a ementa em 4 unidades. Cada unidade é composta de 5 aulas. Desse modo,
vocé podera estudar uma unidade a cada duas semanas, fazendo as aulas de segunda a
sexta e aproveitando os fins de semana para descanso, mais estudos de revisao e resolucao
de exercicios propostos.

Vocé tem 60 dias para estudar e compreender todos esses topicos. Como este é um curso
de pos-graduagao, acreditamos que vocé ja tenha visto boa parte deles na graduagao.
Selecionamos alguns livros textos de Algebra Linear e procuramos manter os conceitos,
notagoes, propriedades e exemplos utilizados pelos autores. Um 6timo livro que atende
muito bem a um curso de pés-graduacdo é a referéncia [1]. Fizemos boa parte deste
modulo utilizando este livro.

Na graduacgao, vocé fez a disciplina Algebra Linear? Qual o livro texto adotado pelo
seu professor? Qual o conceito de Espaco Vetorial que vocé tem? Em geral, nos cursos
de graduacao, para os quais se leciona Algebra Linear, estuda-se o conceito de espago
vetorial real, isto é, espaco vetorial cujo corpo dos escalares é o conjunto dos ntimeros
reais. Serd que podemos definir espaco vetorial sobre um corpo qualquer? Qual é a
definicao de corpo?

Neste médulo, voceé ira estudar tudo isso e muito mais.



Atencao! Recomendamos que vocé estude cada Unidade em duas semanas. Faca
todos os exercicios propostos e tire suas dividas com os tutores presenciais e a distancia.
Lembre-se de que o ensino a distancia tem suas peculiaridades e de que voceé é o principal
responsavel pelo seu sucesso no curso. Por isso, é necessario que vocé tenha disciplina,
dedicacao e empenho. Nao deixe acumular matéria. Caso isso aconteca, aproveite os fins
de semana para colocar a matéria em dia e finalizar cada unidade proposta.

Nos, professores-autores, bem como os tutores presenciais e os tutores a distancia, estamos
a sua disposicao para atendé-lo(a) da melhor maneira possivel.



unidad

ESPACOS VETORIAIS

Objetivos

1. Reconhecer e descrever espacos vetoriais, especificando o corpo dos escalares.

2. Explicitar os conceitos de combinagao linear, conjunto gerador, vetores linearmente
independentes (l.i.) e vetores linearmente dependentes (1.d.). Escrever um vetor
como combinagao linear de outros vetores. Determinar se um conjunto de vetores é
Li. ou Ld.

3. Explicitar os conceitos de base e dimensao de um espago vetorial. Verificar se um
determinado conjunto de vetores é uma base de um espago vetorial.

4. Determinar as coordenadas de um vetor em relagao a uma base de um espago veto-
rial.

5. Identificar e descrever subespacos vetoriais.






unidade 1

Introducao

A UNIDADE I esta dividida em 5 aulas, da seguinte forma:

1) Primeira aula: Espacos Vetoriais.

3

)
2) Segunda aula: Combinagao Linear.
) Terceira aula: Bases e Dimensao.

4) Quarta aula: Coordenadas.

5) Quinta aula: Subespagcos Vetoriais.

Na primeira aula, vocé ird estudar o conceito de Espaco Vetorial sobre um corpo K
qualquer. Para isso, vocé deve rever o conceito de corpo. Nesta aula, apresentamos a
definicao e varios exemplos de Espacos Vetoriais. Recomendamos que vocé se certifique de
que cada exemplo apresentado ¢é, de fato, um espago vetorial sobre o corpo K especificado.

Na segunda aula, vocé ird estudar os conceitos de Combinacao Linear, vetores linear-
mente independentes (1.i.) e vetores linearmente dependentes (1.d.).

Na terceira aula, vocé ird estudar os conceitos de base e dimensao de um K—espaco
vetorial. Antes de dar a definicao de base e dimensao, foi necessario estudar propriedades
(teoremas, proposigoes e coroldrios) que provam sua existéncia. No Teorema 2, vocé ird
aprender como completar um conjunto l.i. de vetores, para se obter uma base de um
espaco vetorial de dimensao finita e, também, irda aprender como obter uma base de um
espacgo vetorial, a partir de um conjunto finito gerador.

Na quarta aula, voce ird estudar os conceitos de coordenadas de um vetor em relacao a
uma base de um espaco vetorial. Antes, porém, faz-se necessario provar a existéncia das
coordenadas, através de proposicoes.

Na quinta aula, vocé ird estudar o conceito de subespaco vetorial. Este conceito é
muito importante do ponto de vista pratico, pois permite-nos identificar varios exemplos
de espacos vetoriais, como subconjuntos de outros espacos vetoriais. Apresentamos varios
exemplos de subespagos.

Ao final de cada aula, vocé encontrarda uma lista com varios exercicios de aprendizagem
e fixacao.



Pré-requisito

Para compreender o conceito de espaco vetorial sobre um corpo, vocé devera relembrar
a definicao de corpo. Abaixo, apresentamos a definicao algébrica de corpo, bem como
alguns exemplos.

Definicao 1 Seja K um conjunto nao vazio, no qual estao definidas duas operagoes
binarias:

+: KxK—-K e -:KxK-—=K,

chamadas de adigcdo (+) e multiplicacao (-), respectivamente. O conjunto K é um corpo,
se forem satisfeitas as sequintes propriedades:

Al)

Comutatividade da adi¢do: a +b = b+ a, para todos a,b € K.
Associatividade da adi¢iao: (a +b) + ¢ =a+ (b+ ¢), para todos a,b,c € K.

Existéncia de elemento neutro da adigcao: 30 € K, tal que 0 + a = a, para todo
a € K.

Ezxisténcia do inverso aditivo: Para cada a € K, existe —a € K, tal que —a+a = 0.
Comutatividade da multiplicacdo: a-b="0b- a, para todos a,b € K.
Associatividade da multiplicagdo: (a-b)-c=a- (b-c), para todos a,b,c € K.

Ezxisténcia do elemento neutro da multiplicagao: 31 € K, tal que a-1 = a, para todo
a € K.

Distributividade : (a +0b)-c=a-c+b-c, para todos a,b,c € K.

Ezisténcia do inverso multiplicativo: Para cada a € K, com a # 0, existe a™' € K,
tal que a-a ' = 1.

10



unidade 1

Exemplos

. , . . a -
a) O conjunto dos numeros racionais, Q = {E | a,beZ,b+# O}, com as operagoes

usuais de adicao e multiplicagao,

¢ ad++be

a a C
b d bd b d b

¢ um corpo. De fato, vamos verificar que as operacoes de adicao e multiplicacao,
definidas acima, satisfazem todas as propriedades da Definicao 1.

Primeiro, observe que o conjunto dos nimeros racionais é fechado por essas duas
operagoes, isto é, a soma de dois numeros racionais ¢ um numero racional, e o
produto de dois niimeros racionais é um ntumero racional, pois

a ¢ ad-+be
b Ta” T €Y

ac

a cC
R

Verifiquemos, agora, as demais propriedades:

A;) Comutatividade da adigao:

Dados %, 5 € Q, temos que

_ad+bc_bc+ad_@+%1_f+g
 bd bd  bd bd d b

+

QIO

a
b
ad . ...
—, dividindo ambas pelos
, o , bd ~ bd )
nimeros inteiros b e d, respectivamente. Pudemos fazer isso, porque os niimeros
b e d sao diferentes de zero.

.. . ~ C
Observe que, aqui, simplificamos as fracoes — e

Ay) Associatividade da adicao:

Dados %,2,?

numeros inteiros diferentes de zero!), temos que

€ Q (observe que os denominadores das fra¢oes tém que ser

a ¢ e ad+bc e (ad+bc)f+ (bd)e  adf + bcf + bde

(E+E>+f b T bdf - bdf
_adf b(cf—l—de)_g cf+de _a c e
ST T b _b+(d+f)'

af b d
Aqui, também, simplificamos as fragoes %, (CJ;T—;Q), dividindo ambas pe-

los niimeros d e b, respectivamente. Alertamos para o fato de que isso sé foi
possivel porque os numeros d e b sao diferentes de zero!

11



As3) Existéncia do elemento neutro da adigao:

0 0
Considere o numero racional 0 = — = —, para qualquer d € Z, com d # 0.

Vamos mostrar que esse é o “zero”de Q. De fato, para qualquer niimero racional
%, temos que
al+b0 a+0 a

bl b b

a a 0
240=— 4+ =
s TV T

A,) Existéncia do inverso aditivo:

_|_

a . .y a
Para cada — € QQ, vamos mostrar que seu inverso aditivo, denotado por 7 é

(=a)

dado por - De fato,
L (=a) _ab+b(—a) ab—ba ab—ab 0 _0
b b b2 - - -

P;) Comutatividade da multiplicagao:

a ¢
Dados —, - € Q, temos que

b d

C ac ca C

a.c c.¢
b d bd db d b

P,) Associatividade da multiplicagao:

Dados %, 2, % € Q, onde a,b,c,d,e, f € Z, com b,d, f diferentes de zero,
temos que

(9.2).5_%.3_@_@_9E_2.(9.3)
b d) f bd f  (bd)f bdf) b df b \d f)°

P3) Existéncia do elemento neutro da multiplicacao:

: I a :
O ntmero racional 1 = 1= o Va#0,éo0 “um’de Q, pois dado um nimero
a

a
racional 7 qualquer, temos que

P,) Distributividade da multiplicagdo em relacao a adigao:

Dados %, 2’ %EQ, temos que
<2+E> e (ad+bc) e (ad+bc)e  ade+bee
b d) f  bd f (d)f  bdf
ade bce ae ce a e ¢ e
S T
bdf ~bdf bf df b f d f

12



unidade 1

P5) Existéncia do inverso multiplicativo:

, . ~ a . ,
Dado um nuimero racional nao nulo, 7 isto é, a # 0 e b # 0, vamos mostrar

b
que seu inverso multiplicativo é o nimero racional —. De fato, temos que
a

é_ab ab_l
a

ba  ab

b) O conjunto K = R dos niimeros reais, com as operagoes usuais de adi¢gao e multi-
plicacao, é um corpo.

¢) Seja i = v/—1, o nimero imagindrio puro. O conjunto C = {a + bi | a,b € R}, dos
nimeros complexos, com as operagoes usuais de adi¢ao e multiplicacao:

(a+bi)+ (c+di) = (a+c)+ (b+d)i
(a+bi) - (c+di) = (ac—bd)+ (ad+ bc)i,

é um corpo.

13



Aula 1 - Espacos Vetoriais

Objetivos

1. Verificar se um determinado conjunto é um espaco vetorial sobre um corpo K qual-
quer.

2. Verificar a importancia das operacoes de adicao de vetores e do produto de escalar
por vetor, na definicao de espaco vetorial sobre um corpo K.

3. Verificar a importancia do corpo dos escalares na definicao de espaco vetorial.
4. Reconhecer e provar varias propriedades de um K-espaco vetorial.

Definicao 2 Seja V' um conjunto nao vazio, cujos elementos sao chamados de vetores, e
seja K um corpo cujos elementos sao chamados de escalares. Suponha que em V' estejam
definidas uma operacao de soma de vetores e uma opera¢ao de produto de escalar por
vetor, como seque:

+ : VxV =V - KxV =V

(u,v) »u+wv (c,v) = c-v.

O congunto (V,+,-) é um espago vetorial sobre K, se forem satisfeitas as sequintes pro-
priedades:

S) Para cada par u,v de vetores em V., devemos ter o vetor u+v € V', chamado de soma
de u e v, de modo que
S1) u+ v =wv+u, para todo u,v € V ( propriedade comutativa).
S2) (u+v)+w=u+ (v+w), para todo u,v,w €V (propriedade associativa).

S3) exista em V um vetor, denominado de vetor nulo e denotado por 6, tal que
04+v=wv, YoeV.

S4) a cada vetor v € V, exista um vetor em V', denotado por —v, tal que
v+ (—v) = 0.
P) A cada par c € K e v € V, corresponde um vetor ¢-v € V, denominado produto por
escalar de ¢ por v, de modo que
P1) (bc)-v=>b-(c-v), Vb,c € K eVYv € V (propriedade associativa).
P2) 1-v=v, Yo €V, onde 1 é o elemento neutro da multiplica¢iao do corpo K.
P3) ¢c-(u+v)=c-u+c-v, VeeKeVu,veV.
P4) (b+c)-v=b-v+c-v, VhceKeVveV.

14



unidade 1

Exemplos

Nesta secao, apresentamos uma coletanea de exemplos de espagos vetoriais sobre varios
corpos. Esses exemplos foram selecionados do livro [1]. Para um bom entendimento do
conceito de K-espaco vetorial, vocé deve verificar, através da Definicao 2, que cada um
dos espagos seguintes sao espacos vetoriais sobre o corpo K especificado.

1) Todo corpo K é um espaco vetorial sobre si mesmo. De fato, como K é um corpo,
entao existem duas operacoes bindarias sobre K,

+  KxK—-=K

(u,v) = u+wv (1)
KxK-—K
(a,v) = a-v, (2)

chamadas de adicao e multiplicacao, respectivamente, que satisfazem todas as pro-
priedades da definicdo de corpo, enunciadas na Definicao 1.

Se considerarmos V' = K como o conjunto de vetores, veremos que a soma de vetores
dada em (1) satisfaz as quatro primeiras propriedades da Defini¢ao 2, isto é,

S1) Comutatividade da soma de vetores:
Dados dois vetores v e v, em V = K, temos que

uU+v=7v+u,

pois K é um corpo, e a soma (1) de elementos de K é comutativa.

S2) Associatividade da soma de vetores:
Dados os vetores u,v e w, em V = K, temos que

(u+v)+w=u+ (v+w),

pois K é um corpo, e a soma (1) de elementos de K é associativa.

S3) Existéncia do vetor nulo em V = K:

Como K é um corpo, sabemos que existe o elemento neutro 0 da soma (1)
em K. Como estamos considerando os elementos de K como sendo os vetores,
temos que 0 é o vetor nulo de V' =K.

S4) Existéncia do inverso aditivo de um vetor:

Seja v um vetor qualquer em V = K. Como K é um corpo, sabemos que todo
elemento de K possui um inverso aditivo —v € K, que é o inverso aditivo do
vetor v.

15



Agora, considere o conjunto K como o corpo dos escalares, e V' = K como o conjunto
dos vetores. Entao,

P1) Sejam b,c¢ € K escalares quaisquer, e seja v € V = K um vetor qualquer.
Entao,

(b-c)-v="0-(c-v),
pois a multiplicacao (2) de elementos de K é associativa.

P2) Seja 1 o elemento neutro da multiplica¢do (2) em K. Entao, para todo vetor
v eV =K, temos que
1.-v=nw.

P3) Sejam ¢ € K um escalar, e u,v € V= K dois vetores quaisquer. Entao, como
K é um corpo e c¢,u,v € K, vale a propriedade distributiva:

c-(u+v)=c-u+c-w.

P4) Sejam b, ¢ € K escalares, e v € V = K um vetor. Entao, como K é um corpo
e b,c,v € K, vale a propriedade distributiva:

(b+c)-v=b-v+c-v.

2) O conjunto C? = {v = (z,w) | z,w € C} é um espago vetorial sobre R. Basta

definirmos as operacoes:

+ C? X C? —s (2
((z1,w1) , (22,w2) ) — (21 + 29, w1 + wo)

R x (CQ —>C2

(¢ , (z,w)) — (cz,cw).

Vamos verificar que as operacoes de soma de vetores e de produto de escalar por
vetor, definidas acima, satisfazem todas as propriedades da Definicao 2.

Primeiramente, precisamos nos convencer de que o conjunto C? é fechado pela soma
de vetores e pelo produto de escalar por vetor, definidos acima, isto é, precisamos
verificar que, se v; = (z1,w1) e V3 = (22,w9) sdo dois vetores em C?, entdo, o
vetor soma vy + vy = (21 + wy, 22 + W), também, pertence a C% ¢, se ¢ € R é um
escalar qualquer, e v = (z,w) é um vetor em C?, entdo, o vetor c-v = (cz,cw),
também, pertence a C2. Porém isso decorre do fato de que a soma de dois ntimeros
complexos é um numero complexo, e o produto de dois nimeros complexos é um

ntimero complexo .

Agora, vamos verificar as demais propriedades da Definicao 2.

Lobserve que 23 + 20 € C, w1 +wy € C, cz € C e cw € C, pois ¢, z,w, 21, 22, W1, Ws 530 nlimeros

complexos. Logo, os vetores c- v e v; + vy pertencem a C?, pois suas coordenadas pertencem a C.

16



unidade 1

S1) Comutatividade da soma de vetores:
Dados dois vetores, vy = (z1,w;) € vy = (22, wy) em C?, 2 segue da definigao de
soma de vetores em C?, que

U1 + V2 21, wy) + (22, wo

)
21 + 29, w1y + wy)
)
)

Zo + 21, Wo + Wy

(
(
(
(22, w2) (21, wn

Vg + V7 .

S2) Associatividade da soma de vetores:
Dados v1 = (21, wy), vy = (29, ws), v3 = (23, w3) em C?, temos que

(v1 + v2) + v3 [ (21, w1) 4 (29, w2) | + (23, w3)
(21 + 29, w1 + wo) + (23, w3)

= [ (214 22) + 23, (w1 + wa) + w; |
[ 21+ (22 + 23), w1 + (wg + w3) |
(21, w1) + (22 + 23, wp + w3)

= v+ [ (22, w2) + (23, w3) |

= v+ (2)2 + ’U3).

S3) Existéncia do vetor nulo:

Seja 0 = (0,0) o vetor em C? cujas coordenadas sdo ambas nulas. Vamos
mostrar que esse é o vetor nulo de C2. De fato, dado um vetor qualquer,
v = (z,w) € C?, segue da definigao de soma de vetores em C?, que

0+v=1(0,0)+(z,w) = (0+ 2,0+ w) = (z,w) = v.

S4) Existéncia do inverso aditivo:

Dado um vetor v = (z,w) qualquer em C?, vamos mostrar que o seu inverso
aditivo é o vetor —v = (—z, —w) € C2%. De fato,

v+ (—v) = (z,w) + (=2, —w) = (2 — z,w — w) = (0,0) = 0.

P1) Associatividade do produto de escalar por vetor:

Dados os escalares b,c € R, e o vetor v = (z,w) € C?, quaisquer, temos que
(be) - v = (be) - (z,w) = ( (be)z, (be)w ) = (b(cz), b(cw) )
=b-(cz,cw)=b-(c-(z,w)) =b-(c-v).

2Observe que um vetor v = (z,w) pertence a C2, se z = a+bi e w = ¢+ di, onde a, b, ¢, d sio nlimeros
reais e i = y/—1 é o nimero imaginario puro.
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P2) Seja 1 € R o elemento neutro da multiplicagao do corpo dos nimeros reais (o
“um”de R). Dado um vetor v = (z,w) € C? qualquer, temos que

l-v=1-(z,w) = (1lz,lw) = (z,w) = v.

P3) Seja ¢ € R um escalar qualquer, e sejam v; = (21, wy) e vy = (22, ws) dois
vetores quaisquer em C?. Entao,

c- (v +wvg) = c¢-(21+ 22, w1 + wy)

(21 + 22) (w1 + wg) )

(
= (cz1 + ¢z, cwy + cwy)
(

cz1, cwy) + (czg, cwsy)
= ¢ (z1,w1) + ¢ (22, w2)

= Cc-V;+C-vsy.
P4) Dados b,c e Re v = (z,w) € C?, temos que

b+c)-v = (b+c)-(z,w)
((b+c)z, (b+c)w)
= (bz+cz, bw+cw)
(bz, bw) + (cz, cw)
b (z,w) +c- (z,w)
= b-v+tc-v.

Portanto, mostramos que o conjunto C? é um espaco vetorial real, isto é, C? é um
espaco vetorial sobre R.

Observacao: Se considerarmos as mesmas defini¢oes de soma de vetores e produto
de escalar por vetor em C?, dadas acima, porém tomando como corpo dos escalares o
conjunto dos ntimeros complexos C, podemos mostrar, de maneira anéloga, que C?
¢ um espaco vetorial sobre C. Desse modo, concluimos que C? pode ser visto como
um espago vetorial real (quando o corpo dos escalares é o conjunto dos nimeros
reais R) ou como um espago vetorial complexo (quando o corpo dos escalares é o
conjunto dos nimeros complexos C). Apesar de ser o mesmo conjunto de vetores,
esses dois exemplos determinam espacos vetoriais diferentes. Por isso, é essencial
que fique claro sobre qual corpo de escalares K um determinado conjunto V' é um
espaco vetorial.

3) Para cada nimero natural n > 1, o conjunto,
n .
K'={u=(z1,...,2,) | z; €K, Vi=1,...,n},
tem uma estrutura de espaco vetorial sobre K, com as operacgoes:

(:L‘17"'7a7n)+(y1""7yn) = ($1+y1""7$n+yn)€Kn
a-(T1,...,2,) = (axq,...,ax,) € K"
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O vetor nulo desse espaco é 0 = (0,0,...,0), e o inverso aditivo de um vetor
v=(T1,...,2,) é =0 = (—T1,...,—Ty).

Com isso, observe que R™ é um espaco vetorial sobre R, e C" é um espaco vetorial

sobre C.

4) O corpo R dos nimeros reais é um espago vetorial sobre Q. De fato, defina:

+ : RxR—-R - QOQxR—-R
(a,b) = a+b (r,b) — r-b,

para todo a,b € R e para todo r € Q.

Entao, é facil verificar que todas as propriedades da Definicao 2 sao satisfeitas.
Observe que, aqui, o conjunto dos nimeros reais R é visto como o conjunto dos
vetores e, o conjunto dos numeros racionais Q é visto como o corpo dos escalares.

5) O conjunto de todos os polindomios na indeterminada x:
K[z] = {p(x) = apa" + ap_ 12"+ -+ arx +ap | a; €K, en >0},

com coeficientes sobre um corpo K, é um K-espaco vetorial com as operacoes usuais
de soma de polinomios e multiplicagao por escalar:

p(x) +q(z) = bpa™+ -+ by 2™ + (by + an)z™ + - + (bo + ao)
ap(z) = (aay)r™ + (aa,_1)x" 1 + - + (aay)z + (aag).

Vp(z) = apa™ + - -+ + a1z + ag, q(x) =bpx™ 4+ -+ b+ by € Klz], comn <m e
Vo e K.

6) O conjunto M,,,(K) das matrizes m x n, com entradas em K, é um K-espago vetorial
com as operacoes de soma de matrizes e multiplicacao de escalar por matriz.

7) Sejam X um conjunto nao vazio e F(X,K) = {f : X — K| f é uma fungao}, o
conjunto de todas as func¢oes com dominio em X e contradominio em K. Defina
uma operacao de soma de “vetores”e uma operagao de produto de escalar por vetor
em F(X,K), como segue:

+ . FIX,K) x FX,K) — F(X,K)
(f , 9) — (f+g9): X =K
(f+9)(x) = f(z) + g(x)

K x FX,K) — F(X,K)
(c f) — (cf): X =K
(cf)(x) = cf(x)

Entao, com essas duas operagoes, o conjunto F(X,K) é um espago vetorial sobre
K. Vamos verificar todas as propriedades da Definicao 2. Primeiro, observe que a
soma de duas fung¢oes em V = F(X,K), ainda, é uma fungao em V = F(X,K) e
que o produto de um escalar ¢ € K, por uma fungao f em V = F(X,K), ainda, é
uma func¢ao em V = F(X,K).
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s1)

S2)

S3)

Comutatividade da soma de vetores:
Dados dois vetores f,g € F(X,K), temos que

(f +9)(x) = f(z) +g(z), Ve X.

Como f(z) e g(x) pertencem ao corpo K, e a soma de elementos de K é comu-
tativa, segue que f(x)+g(z) = g(z)+ f(z), Vx € X. Portanto, f+g =g+ f,
para todos vetores f, g € F(X,K).

Associatividade da soma de vetores:

Dados f,g,h € F(X,K), temos que

[(f +9)+hl(z) = (f+9)(x)+h(x) 3

= [f(&) +9(x)] + h(z) 4
= f(@)+[g(x)
= f@)+ (g +h) ()] 6

(
(
x) + h()] (5
(
(

~— — — ~— ~—

= [f+g+n), 7

V x € X. Como as fungdes (f +¢g) +h e f+ (g + h) coincidem em todos os
pontos do dominio X, temos que (f+g¢g)+h = f+(g+h) e, portanto, a soma
de vetores em F(X,K) é associativa.
Observe que, em (3), aplicamos a defini¢do de soma de fungées em F (X, K),
para as fungoes (f 4+ ¢g) e h. Em (4), aplicamos a definigdo de soma de fungoes
em F(X,K), para as fungoes f e g. Em (5), usamos o fato que f(z),g(x)
e h(z) sdo escalares do corpo K, e que a soma de elementos desse corpo é
associativa. Em (6), aplicamos a definigdo de soma de fungoes em F (X, K),
para as fungoes g e h e, finalmente, em (7), aplicamos a defini¢ao de soma de
fungoes em F(X,K), para as fungoes f e (g + h).
Existéncia do vetor nulo em F(X, K):
Seja
0 : X — K
r — 0(x)=0

a funcao nula, isto ¢, a funcao que leva todos os elementos do dominio X em
0 € K. Vamos mostrar que essa é o vetor nulo de F(X,K). De fato, para
qualquer vetor f € F(X,K), temos que

O+ f)(z) =0(2) + f(z) =0+ f(z) = f(z), V2 e X

Como as fungoes (0 + f) e f coincidem em todos os pontos do dominio, segue
que 0+ f = f e, portanto, a funcao identicamente nula 0 € F(X,K) é o vetor
nulo de F(X,K).
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S4) Existéncia do inverso aditivo de um vetor em F (X, K):
Seja f € F(X,K) um vetor qualquer, e seja (—f) : X — K a fungao dada
por (—f)(z) = —f(x), para todo x € X. Vamos mostrar que (—f) é o inverso
aditivo de f. De fato, para cada z € X, temos que

L+ (=Pl@) = flz) + (=f)(z) = f(z) — f(z) =0=0(z).
Logo, f + (—f) = 0 e, portanto, (—f) é o inverso aditivo de f.

P1) Sejam b, c € K escalares, e f € F(X,K) um vetor. Entao, para cada xz € X,
temos que

[(be) - fl(x) = (be) f(x) = blcf(x)) = [b- (cf)](2).
Portanto, (be) - f =0 (cf).
P2) Sejal e Ko “um”de K, e seja f € F(X,K) um vetor qualquer. Entao, para
cada z € X, temos que
(1- f)(x) =1f(z) = f(z).
Portanto, 1- f = f.

P3) Seja ¢ € K um escalar e sejam f, g € F(X,K) dois vetores quaisquer. Entao,
para cada z € X, temos que

le-(f+9)lx) = of +9)(@) (8)
= cf(z) +g(2)] (9)
= cf(x) +cg(x) (10)
= (e f)@) +(c-9)(z) (11)
= e f+c-gl(x) (12)

Portanto, ¢+ (f +¢g) =c- f+c-g.
Observe que, em (8), aplicamos a defini¢ao de produto de escalar por vetor em
F(X,K), para o escalar ¢ e o vetor (f + ¢g). Em (9), aplicamos a defini¢ao de
soma de vetores em F(X,K), para as fungées f e g. Em (10), aplicamos a
propriedade distributiva da multiplicacao em relacao a adicao de elementos do
corpo K. Em (11), aplicamos a defini¢do de produto de escalar por vetor em
F(X,K), para o escalar ¢ e o vetor f e para o escalar ¢ e o vetor g. Em (12),
aplicamos a defini¢ao de soma de vetores em F(X,K), para os vetores c- f e
c-g.

P4) Sejam b,c € K escalares e f € F(X,K) um vetor. Entao, para cada z € X,
temos que

[(b+0)-f(z) = (b+c) f(2) = bf (z)+cf(x) = (b-f)(2)+(c-f)(x) = (b-f+c f) ().
Portanto, (b+¢)- f=b-f+c- f.

No caso particular em que X = N, chamamos o espago F(N,K) de espaco de
sequencias.
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Exercicios

1. Seja V' a uniao do primeiro e terceiro quadrantes do plano xy. Isto é,
V ={(z,y) € R* | zy > 0}.
Considere em V' as seguintes operagoes:

+:VxV =V S RxV =V
((a,0),(c;d)) = (a+¢,b+d) (e, (2,y)) = (cz,cy)

Verifique se (V, 4+, ) é um R—espaco vetorial.

2. Se uma massa m for presa na extremidade de uma mola, e, se a mola for puxada
para baixo e liberada, o sistema massa-mola comecard a oscilar. O deslocamento y
da massa com relagao a sua posi¢ao de repouso ¢ dado por uma fungao da forma

y(t) = ¢; cos(wt) + cosen(wt), (13)
onde w é uma constante que depende da mola e da massa, e ¢, ¢y € R.

Mostre que o conjunto V = {y(t) = ¢; cos(wt) + ¢2 sen(wt) | ¢1,co € R}, de todas
as fungoes descritas em (1), é um R- espago vetorial, com as seguintes operagoes:

y(t)+z(t) = (c1+dy)cos(wt) + (c2 + do)sen(wt) € V
ky(t) = (kecp)cos(wt)+ (keg)sen(wt) €V,

para todo ¢y, dy, ca,do, k € R.

3. Determine se cada uma das afirmativas abaixo é verdadeira ou falsa, justificando
suas respostas.

(a) O conjunto V = R3, com as operagoes

(1,91, 21) + (2,92, 22) = (1 4+ 22,51 + Y2, 21 + 22)
clx,y,z) = (cx,0,0), c€eR,

é um espaco vetorial sobre R.

(b) O conjunto V'=R*" = {z € R | z > 0} dos ntimeros reais positivos, com as
operagoes t By =xy e cOx = x° c € R, é um espaco vetorial sobre R.
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4. Seja V um espago vetorial sobre um corpo K.

a MostrequeO-vzﬁ, VvEVequec~6:6, Ve € K.

(a)
(b) Mostre que, sec-v=0comceKeveV,entdo, c=0ouv=0.
(c) Mostre que 0 = 6, para qualquer escalar ¢ € K.
(d) Mostre que (—1)v = —wv, para todo v € V.
(e) Mostre que, se u + v = u + w, entdo, v = w, onde u,v,w € V.
5. Defina operacoes de soma de vetores e de multiplicacao de escalar por vetor no

conjunto Q(v/2) = {a + bv2 | a,b € Q}, de tal forma que Q(v/2) seja um espaco
vetorial sobre Q.

6. Sejam K um corpo e K' € K um subcorpo de K. Isto é, K é subconjunto nio vazio
de K, que é um corpo com as mesmas operacoes de soma e multiplicagao ja definidas
em K. Mostre que K é um espaco vetorial sobre K. Mais geralmente, mostre que,
se V é um espaco vetorial sobre K, entdo, V é um espaco vetorial sobre K.

7. Seja Il = {(z,y,2) € R® | x + y + 2 = 0} um plano de R? passando pela origem.
Mostre que II é um espaco vetorial sobre R, com a soma de vetores e produto de
escalar por vetor usuais de R3.

8. Suponha que estejam definidas as seguintes operacoes no conjunto
V ={(a,b) eR*|a>0eb>0}:

(a,b) @ (c,d) = (ac, bd)
c(a,b) = (a,b°),

para todo (a,b), (¢,d) € V e para todo ¢ € R.

Prove que V', munido dessas operacoes, ¢ um R-espaco vetorial.

9. Seja S o conjunto de todas as sequéncias de nimeros reais duplamente infinitas:

{yn} = ( e Y-3,Y-2,Y-1,Y1,Y2, - . )

Se {z,} é outro elemento de S, entao, a soma {y,} + {z,} é a sequéncia {y, + z,}
e o multiplo escalar c{y,} é a sequéncia {cy,}. Mostre que S, munido dessas duas
operagoes, ¢ um espaco vetorial sobre R.
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Aula 2 - Combinacao Linear

Objetivos

1. Escrever um vetor qualquer de um K-espaco vetorial V', como combinagao linear de
outros vetores de V.

2. Verificar a importancia do corpo dos escalares K, ao se escrever um vetor como
combinacao linear de outros vetores.

3. Verificar se um determinado conjunto de vetores de um K-espago vetorial V' é um
conjunto gerador de V.

4. Verificar se um conjunto de vetores de um K-espago vetorial é linearmente indepen-
dente (1.i.) ou linearmente dependente (1.d.).

5. Reconhecer e provar varias propriedades relacionadas com os conceitos de com-
binagao linear, conjunto gerador, dependéncia e independéncia linear.

Definicao 3 Seja (V,+,+) um espago vetorial sobre um corpo K, e seja S um subconjunto
nao vazio de V.

a) Dizemos que um vetor v € V é uma combinagao linear dos vetores vy, vy, ..., vy,
de S, se existirem escalares c1,ca,...,c, € K, tais que

V= C1U1 + CoUg + -+ - 4 CLU,.

b) Dizemos que S € um conjunto gerador do espaco vetorial V', se todo elemento de
V' for uma combinacao linear de um niumero finito de elementos de S.

c) Sejam vy, ..., v, vetores em V, e considere a sequinte equagdo vetorial:

C1U1 + CoUg + - - + U, = 6, (14)
onde cq,ca,...,c, € K.
Observe que a equagdo (14) admite, pelo, menos a solugdo trivial X = (0,...,0) €
K"™.
Dizemos que os vetores vy, . .., v, sao Linearmente Independentes (L.1.), se a equagao
(14) admitir apenas a solugao trivial. Caso contrdrio, isto €, se existirem escalares
nao todos nulos ci,ca,...,c, € K, tais que X = (c1,¢a,...,¢,) € uma solugao de
(14), dizemos que os vetores vy, ..., v, sio Linearmente Dependentes (L.D.).
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Exemplos

1) Considere R? como espaco vetorial sobre R e sejam
e1 = (1,0,0), e; = (0,1,0), es = (0,0,1) € R®.

Entao, o conjunto S = {ey, €2, €3} é um conjunto gerador de R?, pois, dado um vetor
v = (z,y,z) € R3 qualquer, temos que v = we; + yes + ze3.

2) Considere C? como um espaco vetorial sobre C e seja
S ={e; = (1,0),es = (0,1)} c C%.

E claro que S gera C2, pois, se (z,w) € C? temos que (z,w) = 2(1,0) + w(0,1),
com z,w € C.

Porém, se considerarmos C? como espaco vetorial sobre R, veremos que o conjunto
S nao gera C?. De fato, considere, por exemplo, o vetor v = (i,0) € C% Se
tentarmos escrever v como combinacao linear de S sobre os reais, teremos que
(i,0) = a(1,0) + b(0,1), onde a,b € R. Nesse caso, teremos: a = i e b = 0, o
que é absurdo, pois a € R.

Atividade

Verifique se as seguintes afirmagoes sao verdadeiras:
Sejam V' um espaco vetorial sobre um corpo K e S C V' um subconjunto nao vazio.

1. Se S contém o vetor nulo 0 € V, entdao S é linearmente dependente.

2. Se S ¢ linearmente independente e 7' C S é um subconjunto nao vazio de S, entao,
T é linearmente independente.

3. Se S ={v},veV,v+#0, entdo, S é linearmente independente.

4. Se S contém um subconjunto T, que é linearmente dependente, entao, S também é
linearmente dependente.
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Observacao

Um mesmo subconjunto nao vazio S de um K—espaco vetorial V' pode ser L.I. ou L.D.,
dependendo do corpo de escalares K sobre o qual V' é espaco vetorial. Por exemplo,

a) Considere C? como espago vetorial sobre C e seja
S = {(1,0),(4,0),(0,1),(0,4)} c C*.

Vamos mostrar que S é um conjunto linearmente dependente. De fato, considere a
equacao vetorial

Cl(l, 0) + CQ(i, 0) + 03(0, 1) + 64(0, Z) = (O, 0),

onde c1, o, c3,c4 € C.

Temos que
(Cl + iCQ, C3 + iC4) = (0, 0),

o que nos da o seguinte sistema homogéneo de duas equacgoes e quatro incégnitas:

Cl+i02:0
Cg+iC4:0

Esse sistema tem infinitas solugoes, a saber:

S ={X = (~iz, 2, —iw,w) € C* | z,w € C}.
Tomando, por exemplo, z =1 e w = 0, temos que

(0,0) = —i(1,0) + 1(¢,0) + 0(0,0) + 0(0, 7),
o que implica que o conjunto S é L.D. sobre C.

b) Considere, agora, C* como espago vetorial sobre R. Vamos mostrar que o mesmo con-
junto S, considerado acima, é linearmente independente sobre R. De fato, considere
a equacao vetorial

c1(1,0) + ¢2(7,0) + ¢3(0,1) + ¢4(0,4) = (0,0), (15)

onde ¢y, co, c3,c4 € R.

Analogamente ao caso anterior, temos que resolver o mesmo sistema acima, sé que,
agora, procuramos solugoes em R. Observe que, como c¢; +1ic; = 0 = 0410 e
c1, 0o € R, devemos ter ¢; = 0 e ¢ = 0. Do mesmo modo, como c3+1c, = 0 = 0+1:0
e c3,cq4 € R, devemos ter c3 = ¢4 = 0. Portanto, a equacao (15) admite apenas a
solucao trivial e o conjunto S é L.I. sobre R.
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Exercicios

1. Considere o conjunto dos nimeros complexos C como um espago vetorial sobre R
esejamc; =1, o =1—1, cg =1+ € C. Quais dos seguintes vetores de C sao
combinagoes lineares de S = {cy, ¢, c3}7?

(a) v=24 31
(b) v=T-—2i
(¢c)v=5

2. Seja R[x] o R—espago vetorial dos polinémios, na indeterminada x, com coeficientes
sobre R. Quais dos seguintes vetores sao combinacoes lineares de p;(x) = ? + 2x +
1, po(z) =2 + 3 e p3(x) =a — 17

(a) p(z) =22+ 2+1
(b) p(z) =2z*+2x +3
(c) p(z) = -2+ 2 —4
(d) p(z) = =222 + 3z + 1.
3. Em R3 exprima o vetor v = (1,—3,10) como combinagao linear dos vetores

v = (1,0,0), vy = (1,1,0), v3 = (2, —3,5).

4. Verifique se o conjunto S = {v; = (2,2,3), vy = (—1,-2,1), v3 = (0,1,0)} é um
conjunto gerador de R3.

5. Prove que S = {1,v/2} é um conjunto gerador do espaco vetorial Q(1/2) sobre Q.

6. Seja K um corpo. Mostre que o conjunto {1} é um conjunto gerador do K—espago
vetorial K.

7. Considere C? como espaco vetorial sobre R. E possivel encontrar um conjunto
gerador de C? sobre R, com dois elementos?

8. Mostre que S = {1,4} é um conjunto gerador de C sobre R.
9. Prove que os vetores
er =(1,0,...,0),e5 =(0,1,0,...,0),...,e, = (0,...,0,1) € K"
sao linearmente independentes.

10. Seja S = {vy,v9,...,vx} um conjunto de vetores em um K—espago vetorial V.
Prove que S ¢ linearmente dependente se, e somente se, um dos vetores de S for
uma combinacao linear de todos os outros vetores em S.
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11.

12.

13.

14.

15.

Suponha que S = {v1,v2,v3} é um conjunto Li. de vetores em um espago vetorial
V' sobre um corpo K. Prove que T' = {uy, ug, uz} também é L.i., onde

U] = V] + Vg + V3, Up = Vg + V3, € U3 = Us.

Sejam vy, v9,v3 vetores em um K—espago vetorial, tais que {vy, vy} é Li. Mostre
que, se vz nao pertence ao espago gerado por vy, vg, entao, {vy, vy, vz} é Li.

Seja A € M,,,«,(R) uma matriz m x n sob a forma escalonada reduzida por linhas.
Prove que as linhas nao-nulas de A, consideradas como vetores em R", formam um
conjunto linearmente independente de vetores.

Sejam S e Sy subconjuntos finitos de um K—espacgo vetorial, tais que S C Ss.

(a) Se Sy é linearmente dependente, mostre, por meio de exemplos, que S; pode
ser ou l.d. ou l.i.

(b) Se Sy é li., mostre, por meio de exemplos, que Sy pode ser ou L.d. ou Li.

Mostre que o espaco vetorial V' = K]z| dos polinomios sobre o corpo K nao pode
ser gerado por um numero finito de vetores.

28



unidade 1

Aula 3 - Bases e Dimensao

Objetivos

1. Explicitar os conceitos de base e dimensao de um K-espago vetorial.
2. Verificar se um conjunto de vetores é uma base de um K-espaco vetorial V.
3. Determinar a dimensao de um K-espago vetorial.

4. Escrever um vetor como combinacao linear dos vetores de uma base de um K-espaco
vetorial.

5. Determinar uma base de um K-espago vetorial V', contendo determinados vetores

de V.
6. Obter uma base de um K-espaco vetorial V, a partir de um conjunto gerador de V.

7. Reconhecer e provar varias propriedades relacionadas com os conceitos de conjunto
gerador e base de um K-espago vetorial.

O conceito de base de um espaco vetorial é bastante 1til para representarmos os vetores
do espaco vetorial. Se conhecemos uma base de um K-espago vetorial, podemos escrever
qualquer vetor desse espago como uma combinacao linear dos vetores da base, de forma
unica. Desse modo, o espago vetorial fica determinado pela escolha de uma base.

Definicao 4 Seja V' um espaco vetorial sobre um corpo K. Um subconjunto ndo vazio

B CV éuma base de V', se for um conjunto linearmente independente que gera V.

Os resultados seguintes nos mostram que, num espago vetorial finitamente gerado, toda
base possui o mesmo nimero de elementos. Desse modo, é possivel definir a dimensao
de um espaco vetorial.
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Teorema 1 Seja V' um K-espago vetorial e seja S = {vy,...,v,} um conjunto gerador
de V. Se T = {uy,...,u,} C V é um subconjunto linearmente independente, entao,
n <m.

Demonstragao: Suponha, por absurdo, que n > m. Entao, como S gera V', cada vetor
de T se escreve como combinacao linear dos vetores de S. Portanto, existem escalares
c; €K, ie{l,...,m}, je{l,...,n} tais que

m m m
Uy = E Ci1U;, Ug = E CioUiy .. ,Up = E CinU;. (16)
i=1 i=1 i=1

Considere, agora, a equacao vetorial
Tyuy 4 Totlg + - - - 4 Tpu, = 0, (17)
onde z; €K, Vj=1,...,n.

Vamos mostrar que a equacao (17) admite solugao nao trivial. De fato, substituindo os
valores da equagao (16), na equagao (17), obtemos:

m m

T g Ci1V; + -+ @y, E Cinv; = 0.

i=1 i=1

Isso implica que

(Z Cu'xj) v+ (Z Czj%‘) U+t (Z ijl’j) vm = 0. (18)
j=1 j=1 j=1

Observe que a equagao (18) admite, pelo menos, a solugao trivial:
n n n
X = (Z C1;T4, ZCQJ'ZE]‘, cee ,Zcmjxj) = (0, 0, ce ,O)
j=1 j=1 j=1
Portanto, temos o seguinte sistema:
1Ty + Ciaay + -+ -+ Cipy =0
C21X1 + Co2Z + +++ + Copy = 0

S:

Cm1T1 + Cma®a + -+ Cpypy, = 0

Mas S é um sistema homogéneo, com o ntiimero de equagoes m menor do que o nimero de
incognitas n e, portanto, admite solugoes nao nulas. Isto é, existem escalares ¢y, co, ..., ¢,

30



unidade 1

em K, nao todos nulos, que satisfazem o sistema S. Como os sistemas S, (18) e (17), sdo
equivalentes, segue que X = (¢q, ¢, . .., ¢,) é uma solu¢ao nao nula de (17). Consequente-
mente, o conjunto 7" = {uy,...,u,} é linearmente dependente, o que é uma contradigao.
Portanto, n < m.

]

Corolario 1.1 Se um K-espago vetorial V' admite uma base B = {vq,...,v,,} com m
elementos, qualquer outra base de V' possui também m elementos. Isto €, duas bases de
V' tém o mesmo niumero de elementos.

Demonstracao: Seja B’ = {uy,...,u,} C V uma outra base de V. Como B gera V e
B’ é linearmente independente, segue, do Teorema 1, que n < m. Analogamente, como B’

gera V e B é linearmente independente, segue, do Teorema 1, que m < n. Logo, m = n.
O

Agora, podemos definir dimensao de um espaco vetorial.

Definicao 5 Dizemos que um K-espaco vetorial V' tem dimensao finita, quando admite
uma base B = {vy,...,v,} com um nimero finito n > 1 de elementos. Esse nimero,
que € 0 mesmo para todas as bases de V', é chamado de dimensao do espacgo vetorial V.
Usamos a notagao

dimgV =n

para indicar que n € a dimensao do espaco vetorial V' sobre o corpo K. Se o espago
vetorial V' nao admite uma base finita, dizemos que V' é um espaco vetorial de dimensao
infinita.
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Observacao

A dimensao de um espaco vetorial depende do corpo dos escalares considerado. Por
exemplo,

a) Considere o conjunto C? = {(z,w) | z,w € C} como um espago vetorial sobre C e seja
B ={e;=(1,0),e5=(0,1)} c C*.

Vamos mostrar que B é uma base de C2. J4 vimos anteriormente que B é um
conjunto gerador de C2. Vamos mostrar que B é linearmente independente. De
fato, considere a equacgao vetorial

e1(1,0) + e2(0, 1) = (0,0), (19)

onde ¢q,co € C.

E facil mostrar que a equagao (19) admite somente a solucao trivial ¢; = 0 e cg = 0.
Logo, o conjunto B é L.I. e, consequentemente, é uma base de C? sobre C, isto ¢,
dim(ch = 2.

b) Se considerarmos C? como um espago vetorial sobre R, podemos mostrar que
dimpC? = 4.

Para isso, basta mostrar, por exemplo, que B = {(1,0),(¢,0),(0,1),(0,4)} é uma
base de C? sobre R.

Corolario 1.2 Seja V' um K-espago vetorial de dimensao n > 1 e seja S = {vy,...,vn}
um subconjunto de V' com m elementos. Sao vdlidas:

a) Sem > n, entdo, S € linearmente dependente.

b) Se m < n, entao, S nao gera V.
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Proposicao 1 Seja V' um espago vetorial sobre um corpo K e seja S = {vi,...,v,}
um subconjunto de V', de vetores nao nulos. Entao, S € linearmente dependente, se, e
somente se, um dos vetores vj for uma combinacao linear dos vetores precedentes de S.

Demonstracao: Se S é um conjunto linearmente dependente, entao, existem escalares
c1,...,¢cm € K, nao todos nulos, tais que civ; + -+ + Cpvym = 0. Seja j € {1,...,m} o
maior indice para o qual ¢; # 0. Se j = 1, entao, c;v, = 6, o que implica que v; = 6, uma
contradicao a hipétese de que nenhum dos vetores de S é nulo. Logo, devemos ter 7 > 1.
Nesse caso, podemos escrever:

C1 Ci—1

J J—L
Cj Cj

o que implica que v; é combinacao linear dos vetores precedentes de S.
Reciprocamente, se existir um vetor v; € S, que é uma combinagao linear dos vetores

precedentes de S, temos
Vj =CU1 + - F GV,

comcg €K Vi=1,...,5—1.
Entao, podemos escrever:
cvy + -+ Cj—1Vj—1 — Vj + OU]'_H + -+ O’Um = 6

Como pelo menos o escalar ¢; é diferente de zero (pois ¢; = —1), concluimos que S é

linearmente dependente.
O

Seja V um K-espaco vetorial de dimensao finita n > 1. A proposicao, a seguir, nos mostra
que, para verificarmos se um subconjunto B de V', com n elementos, é uma base, basta
verificarmos que B é linearmente independente, ou que B é um conjunto gerador de V.
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Proposicao 2 Seja V' um K-espago vetorial de dimensdo finita n > 1 e seja
B = {vy,...,v,} um subconjunto de V, com exatamente n elementos. Entao, B gera
V., se, e somente se, € linearmente independente.

Demonstragao: Suponha que B gera V. Vamos mostrar que B ¢é linearmente indepen-
dente. De fato, suponha, por absurdo, que B é linearmente dependente. Entao, existe
um vetor v; € B, j > 1, que é combinagao linear dos vetores precedentes vy, ..., vj_;.
Retirando esse vetor v; do conjunto B, teremos um conjunto com n — 1 vetores, gerando
o espaco V. Porém, isso é uma contradi¢cao com o corolario 1.2. Desse modo, B ¢ linear-
mente independente.

Reciprocamente, suponha que B é linearmente independente. Vamos mostrar que B gera
V. De fato, suponha, por absurdo, que existe um vetor v € V, que nao se escreve
como combinacao linear dos vetores de B. Entao, o conjunto {vy,...,v,,v} é linearmente
independente. Porém, isso é uma contradi¢ao, pois o niimero maximo de vetores L.I. em
V, én=dimgV.

O

Teorema 2 Seja V. um K-espago wetorial de dimensao finita n > 1 e seja
S =A{vy,..., v} um subconjunto ndio vazio de V. Sao vdlidas:

a) Se S € linearmente independente, entdo, S estd contido em alguma base de V.

b) Se S gera V, entao, S contém uma base de V.
Demonstragao:

a) Suponha que S é linearmente independente e seja T' = {v1,..., Um, Vi1, - .-, Up} UM
conjunto L.I., contendo S e contendo o maior niimero possivel n de vetores L.I. de
V. Vamos mostrar que T gera V. De fato, se existir um vetor v € V que nao se
escreve como combinagao linear dos vetores de T', temos que T'U {v} ¢é linearmente
independente, o que contradiz a maximalidade de n. Portanto, T' é uma base de V'
que contém S.

b) Suponha que S é um conjunto gerador de V. Se S for linearmente independente,
entao, S é uma base.

Se S for linearmente dependente, entao, m > n. Nesse caso, retiramos do conjunto
S todos os vetores v;, j > 1, que sao combinagoes lineares dos vetores precedentes
de S, até obtermos n vetores linearmente independentes em S.

O
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Exercicios

1. Mostre que os vetores u; = (1,1,1), us = (1,2,3) e uz = (1,
de R3. Exprima cada um dos vetores e; = (1,0,0), e = (0,
base canonica de R?® como combinacao linear de wu;, us e us.

4,9) formam uma base
1,0) e e3 = (0,0,1) da

2. Mostre que os vetores v; = (1,1) e vy = (—1,1) formam uma base de R?. Exprima
cada um dos vetores e; = (1,0) e eo = (0, 1) como combinagao linear dos elementos
dessa base.

3. Encontre uma base de R?, que contenha o vetor u = (—1,1,0).
4. Determine uma base de R, que contenha os vetores u; = (1,0,1,0) e us = (0,1, —1,0).

5. Seja V' = Rs[z| o espago dos polindmios com coeficientes reais de grau menor ou
igual a 3, incluindo o polindomio nulo. Quais dos seguintes subconjuntos sao bases
de V7?7

(a) S ={2%+22%+ 3z, 22°+ 1, 623 +82% +6x +4, 23+ 22> +z + 1}.
(b) S={2® -z, 2*+1, x — 1},

6. Mostre que as matrizes

11 00 10 0 1
me(oo)me(00) e (ah) = (V)

formam uma base para o R—espago vetorial Mo (R).

7. Considere, em R3, os vetores
up = (1,2,2),us = (3,2,1),us = (11,10, 7),uy = (7,6,4).

(a) Mostre que S = {uy, us, u3, us} ¢ um conjunto gerador de R3.

(b) Encontre uma base de R? que estd contida em S.

8. Considere o conjunto finito, X = {ay,...,a,} C R,esejaV = F(X,R) o R— espago
vetorial de todas as funcoes f : X — R. Obtenha uma base de V.
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9. Seja V = C2.

(a) Suponha que V' é um espaco vetorial sobre C. Mostre que os conjuntos

Sl - {(170)7 (07 1)}7 S2 = {(170)7 (27 _3)}7 53 = {(i,i), (_1721.)}

sao bases de V sobre C.

(b) Suponha que V' é um espago vetorial sobre R. Mostre que o conjunto

S = {<170)7 (7:70)7 (07 1)7 (072)}

¢ uma base de V sobre R.

(c) Mostre que toda base de C? sobre C tem 2 elementos e que toda base de C?
sobre R tem 4 elementos.

10. Seja V = F(R,C) o C—espago vetorial de todas as fungdes de R em C. Prove que
{f1, f2, f3} é Li. em V' onde

fi(x) =1, folx) =™ = cos(x) +isen(r) e fi(x)=e ", Vo ecR.
11. Mostre que o conjunto {1,z,...,z", ...} é uma base infinita do K—espago vetorial
K[z]. Essa base é chamada de base candnica de K|zx].

12. Ache uma base de M, «,,(C) como espago vetorial sobre C. Quantos elementos tem?
E se considerarmos M,,,«,(C) como espaco vetorial sobre R?

13. Seja V um espago vetorial sobre R e considere, no conjunto Ve = {(u,v) | u,v € V},
as seguintes operagoes de soma e produto por um nimero complexo:

(Ul,’Ul) + (UQ,UQ) = (Ul + Ug, U1 + UQ)
(a+ bi)(u,v) = (au — bv, bu + av),

para todos (u,v), (ug, v1), (ug,v2) € V¢ e para todo a + bi € C.

(a) Mostre que V¢, munido dessas duas operagoes, é um espago vetorial sobre C.

(b) Seja {vy,...,v,} C V um subconjunto l.i. Mostre que {(v1,0),...,(v,,0)} e
{(0,v1),...,(0,v,)} s@o subconjuntos L.i. em V.

14. Seja V um espaco vetorial nao nulo, sobre um corpo K. Suponha que em V' o maior

numero de vetores 1.i. é m. Mostre que qualquer conjunto de m vetores l.i. em V é
uma base de V.
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Aula 4 - Coordenadas

Objetivos

Conceituar e determinar as coordenadas de um vetor em relagdo a uma base de um
K—espacgo vetorial V.

Nesta aula, mostramos que, num K—espaco vetorial V' de dimensao finita n > 1, todo
vetor v € V se escreve de maneira tinica como combinacao linear dos vetores de uma base
B ={vy,...,v,} de V. Isto é, existem escalares cy,...,c, € K, tnicos, tais que

n
v=Cv+ ey, = 5 CiVj.
i=1

Portanto, cada vetor de V fica determinado por esses escalares, que sao chamados de as
coordenadas do vetor v, em relagao a base B.

Proposicao 3 Seja V' um espaco vetorial sobre um corpo K, de dimensao n > 1 e seja
B um subconjunto de V. Entdo, B ¢ uma base de V, se, e somente se, cada vetor de V se
escreve de maneira unica, como combinacao linear dos vetores de B.

Demonstracao:

Se B é uma base, entao, B contém n vetores linearmente independentes, que geram o
espago vetorial V. Suponha que B = {vy,...,v,}. Considere um vetor qualquer v € V.
Suponha que existem escalares cq,...,c,, di,...,d, € K, tais que

v=cCv + -+ v, = divg + -0+ dyug,.

Entao, (¢; —dy)vy + -+ (cp — dp)vp = 0. Como B é linearmente independente, segue que
¢; =d;, Vi€ {l,...,n}. Portanto, v se escreve de forma tinica como combinagao linear
dos vetores de B.

Reciprocamente, suponha que todo vetor de V' se escreve de forma tinica como combinacao
linear dos vetores vy, ..., v, de B. Em particular, B gera V. Considere a equacao vetorial

vy + -+ Cuup = 0, (20)
ondec;, e K, Vi=1,...,n.

Entao, civ; + -+ + cpv, = 0vy + - -+ + Ov,. Pela hipétese de unicidade na combinacao
linear, concluimos que ¢; =0, Vi = 1,...,n. Portanto, B é uma base de V.

O
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Definigao 6 Seja V um K-espaco vetorial de dimensio n > 1 e seja B = {vy,...,v,}
uma base de V. Fizemos a ordem dos elementos de B e a chamamos de base ordenada de
V. Dado v € V, existem escalares cq,cs,...,c, € K, unicos, tais que

V= C1U1 + CoUs + -+ - + CLU,.

Pela unicidade desses escalares, dizemos que eles sao as coordenadas do vetor v em relacao
a base B e denotamos por

[v]s =

Exemplo

Seja V = {A — < ZH Zm ) | aij €K, e ay +axn = 0} o K—espaco vetorial das ma-
21 (22

trizes 2 x 2 de trago zero, e seja
1 0 01 0 0
oo () 8)me(33) 8 ()0

a a
Dado v = 1 12 € V, temos que
Q21 —aiq1

v =a; By +apEs + a Es.

Isso significa que B gera o espaco vetorial V. E facil provar que B é um conjunto L.I.,
sendo, portanto, uma base de V. Logo, as coordenadas do vetor v, em relacao a base B,
sao dadas por
a1
[U]B = | Q12
21

Em particular, dimgV = 3.
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Exercicios

1. Seja V =Rslz] esecja B={1, 2+ =z, 3z — 2% z—23} CV.

(a) Mostre que B é uma base de V.

b) Escreva as coordenadas de p(z) = 1 + = + 22 + 22, em relacao a base B.
( G

2. Seja V. =K" esejaC ={ey,...,e,} abase canonica de V. Escreva as coordenadas
de v = (ay,...,a,) € V com relagdo a base C.

3. Seja V' = May»(C).

(a) Considere V' como espago vetorial sobre R. Sejam

1 0 01 00 0 0
El — <0 0)7E2_(0 0>7E3_(1 O>7E4_<O 1)7

1 0 0 2 00 0 0
E5 - <0 0)7E6_(0 0>7E7_(Z O)7E8_<O 2)7

e C = {F,FEy, E3, Ey, E5, Eg, E7, Es} C V. Mostre que C é uma base de V'
sobre R, e escreva as coordenadas de um vetor qualquer v € V' com relacao a

base C.

(b) Considere V' como espaco vetorial sobre C. Mostre que B = {Fy, Es, F3, E,} é
uma base de V' sobre C. Escreva as coordenadas de um vetor qualquer v € V'
com relacao a base B.

4. Escreva as coordenadas da funcao f(x) = 3senz + Scosx em relacao a base
B = {senx,cosx}.
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Aula 5 - Subespacos Vetoriais

Objetivos

1. Explicitar o conceito de K-subespago vetorial.

2. Verificar se um determinado subconjunto W de um K-espaco vetorial V' é um K-
subespago vetorial de V.

3. Determinar uma base de um K-subespago vetorial.

4. Reconhecer e provar varias propriedades relacionadas com o conceito de K-subespaco
vetorial.

Seja V' um espago vetorial sobre um corpo K. Um subconjunto nao vazio W de V' é um
K—subespaco vetorial de V, se W é um K-espaco vetorial, com as mesmas operagoes de
soma de vetores e de produto de escalar por vetor ja definidas em V.

Para verificarmos se um determinado subconjunto W C V é um K-—subespago veto-
rial de V' (ou apenas K—subespago de V'), basta verificarmos se as trés propriedades da
proposicao seguinte sao vélidas para os elementos de W, pois todas as outras propriedades
definidoras de espaco vetorial serao herdadas do espaco vetorial V', no qual W esta contido.

Proposicao 4 Sejam V' um K-espaco vetorial e W C 'V um subconjunto. Entao, W é
um K—subespago de V, se, e somente se, satisfaz as sequintes propriedades:

a) 0eW
b) se wy,wy € W, entdo, wy +wy € W, isto €, W € fechado pela soma de vetores.

c) seceKeweW, entao, cw € W, isto é, W € fechado pelo produto de escalar por
vetor.
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Exemplos

1. Seja V um K—espago vetorial qualquer, e seja W = {6} o subconjunto de V' que
contém apenas o vetor nulo. Vamos mostrar que W = {0} satisfaz todas as pro-
priedades da Proposicao 4. De fato,

a) E claro que 0 € W, pois W = {0}.

b) Se wy,wy € W, entao, wy = 0 e wy = 0, pois W 6 contém o vetor nulo. Entao,
wy + we € W, pois wy + wy = 0. Portanto, W é fechado pela soma de vetores.

c) Se ¢ € K é um escalar qualquer e w € W é um vetor qualquer de W, entdo,
w = 0, pois W = {0}. Logo, cw = c0 =0 € W. Portanto, W é fechado pelo
produto de escalar por vetor.

Como W = {6} satisfaz as trés propriedades da Proposicao 4, concluimos que W é
um K—subespago de V', chamado de subespaco nulo.

2. Considere o conjunto dos nimeros complexos C como um Q—espaco vetorial, onde
Q é o corpo dos nimeros racionais.
Vamos mostrar que Q é um Q—subespaco de C. De fato,
a) O vetor nulo 0, que nesse caso é o numero complexo 0 = 0 + 0z, também, é um
nimero racional e, portanto, pertence a Q.

b) Se 1,19 € Q, entdo, r; + 15 € Q, pois a soma de dois niimeros racionais é um
numero racional e, portanto, Q é fechado pela soma de vetores.

c) Se ¢ € Q é um escalar qualquer, e r € Q é um vetor qualquer, entdo, cr € Q,
pois o produto de dois ntimeros racionais é um nimero racional e, portanto, Q
é fechado pelo produto de escalar por vetor.

Como o subconjunto Q C C satisfaz as propriedades da Proposicao 4, concluimos
que Q é um Q—subespaco do Q—espago vetorial C.

De maneira andloga, podemos mostrar que o conjunto dos niimeros reais R é um
Q—subespaco do Q—espago vetorial C.

3. Considere C como um R—espaco vetorial. Sera que Q é um R—subespago vetorial
de C?

4. Seja K[z] o K-espago vetorial de todos os polinémios na indeterminada z. Para cada
nimero natural n > 0, considere o subconjunto,

Kulz] = {p(z) = anz" +--- + a1z + ag | a; € K},

dos polinomios de grau menor ou igual a n, incluindo o polinomio nulo. Entao,
K, [z] é um K—subespago de K[z].
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5. Considere o seguinte sistema linear homogéneo:

a1 + a12T9 + -+ ATy = 0

g A21T1 + Q22X + * ++ + AopTy = 0

A1 T1 + AmaTe + -+ ATy = 0,

onde a;; € K, parai € {1,2,...,m} ej € {1,2,...,n}. Uma solucdo de S é uma
n-upla X = (by,bs,...,b,) € K", que satisfaz as equagdes do mesmo. Podemos
também representar S na forma matricial, como AX = 0, onde A = (a;;) é a matriz
m xn dos coeficientes do sistema, X = (z;) é a matriz n x 1 das variaveis do sistema,
e 0 ¢ a matriz nula m x 1.

Seja W = {/X € K" | AX = 0}. Isto é, W é o conjunto de todas as solugdes do
sistema S. E facil mostrar que W é um K—subespaco de K". De fato,

a) O vetor nulo 0= (0,0,...,0) pertence a W, pois é uma solu¢ao do sistema
homogéneo S.

b) Se X; e X, sao duas solugdes de S, entao, AX; =0 e AXy; = 0. Logo,
A(X1+X2) :AX1+AX2 :O+O:O,

o que implica que X; + X5, também, é uma solucao de S e, portanto, W é
fechado pela soma de vetores.

c) SeceKe X € W, entao, AX = 0. Logo,
A(eX) =cAX =c0 =0,

o que implica que ¢X € W e, portanto, W é fechado pelo produto de escalar
por vetor.
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Exercicios

1. Considere o seguinte sistema linear homogéneo:

r+y+22=0
S=1< 204+2y+52+4+3w=0

dr +4y+ 102+ 3w =0
(a) Descreva o subespago vetorial W C R?* das solugoes de S.
(b) Encontre uma base de W.

2. Seja V = F(R,R) o R-espago vetorial de todas as fungoes de R em R. Dado um
subconjunto B C R, defina N(B) ={f €V | f(b) =0, V b € B}. Prove que

(a) Para qualquer subconjunto B C R, N(B) é um subespaco vetorial de V.
(b) Se A C B, entdo, N(B) C N(A).
(¢) N(AUB)=N(A)NN(B).
d) N(B) = {0}, se, e somente se, B = R.

(
3. Quais dos seguintes subconjuntos sao subespagos vetoriais?
(

a) O conjunto W C R3? formado pelos vetores v = (x,y, 2), tais que z = 3z e
xr = 2y.

(b) O conjunto W C R? formado pelos vetores v = (z,y, z), tais que xy = 0.

(¢) O conjunto W das matrizes 2 X 3 nas quais alguma coluna é formada por
elementos iguais.

(d) O conjunto W C F(R, R) formado pelas fungoes f : R — R, tais que f(z+1) =
f(z), para todo = € R.

(e) O conjunto W de R® que tem duas ou mais coordenadas nulas.
4. Considere o seguinte subconjunto do espago vetorial de todas as fungoes reais
S = {cos?t,sen’t, cos(2t)},

e seja W = [S] o subespago gerado por S. Determine uma base de W. Qual a
dimensao de W?

5. Seja V um K—espaco vetorial de dimensao finita n, e seja W C V um subespaco
nao nulo de V.

(a) Mostre que W também tem dimensao finita e que dimgW < n.

(b) Mostre que, se dimgW = dimgV = n, entdo, W = V.
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6. Seja V = GLyxn(K) = {Apsn = (aij) | @iy € KVi,j = 1,...,n} o K—espaco
vetorial de todas as matrizes quadradas de ordem n > 1. Verifique se os seguintes
subconjuntos sao subespacos vetoriais de V.

(a) W ={A,xn, € V| det(A) # 0}.
(b) W ={A,xn € V | trago(A4) = 0}.
(c) W ={A,x, € V| Aé diagonal}.
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unidad

TRANSFORMACOES LINEARES

Objetivos

1. Identificar uma transformacao linear.

2. Determinar o ntcleo e a imagem de uma transformacao linear.
3. Explicitar o teorema do nicleo e da imagem e suas aplicagoes.
4. Explicitar o conceito de isomorfismo e suas propriedades.

5. Determinar a matriz de representacao de uma transformacao linear.
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unidade 2

Introducao

A UNIDADE II esta dividida em 5 aulas, da seguinte forma:

1) Primeira aula: Transformagoes Lineares.

2) Segunda aula: Ntcleo e Imagem.

3) Terceira aula: O Teorema do Niicleo e da Imagem.
4) Quarta aula: Isomorfismos.

5) Quinta aula: Matriz de uma Transformacao Linear.

Na primera aula, voce ird estudar o conceito de Transformacao Linear entre dois espagos
vetoriais sobre um mesmo corpo K. Nesta aula, apresentamos a definigao e varios exemplos
de transformacoes lineares. Em cada exemplo, voce deve se convencer de que a funcao ali
apresentada é, de fato, uma tranformacao linear.

Na segunda aula, voce ira estudar os conceitos e propriedades do Nucleo e da Imagem
de uma transformacao linear.

Na terceira aula, voceé ird estudar uma demonstracao do Teorema do Nicleo e da Imagem
de uma transformacao linear.

Na quarta aula, vocé ird estudar o conceito de Isomorfismo entre dois espacos vetoriais.

Na quinta aula, vocé vera que toda transformacao linear entre dois espagos vetoriais de
dimensao finita U ¢ V pode ser representada por uma matriz em relacio a bases B e B de
U e V, respectivamente. Na verdade, aqui, voce vera que, se dimglU = n e dimgV = m,
entao, o espaco de todas as transformagoes lineares de U em V' estd em bije¢do com o
espacgo de todas as matrizes m X n, sobre K.

Ao final de cada aula, vocé encontrard uma lista com varios exercicios de aprendizagem
e fixagao.

Recomendamos que vocé estude a UNIDADE IT em duas semanas.

Ao longo desta unidade, K denota um corpo arbitrario.
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Aula 1 - Transformacoes Lineares

Objetivos

. Explicitar o conceito de transformacao linear.

. Verificar se uma fungao 7' : U — V entre dois K-espagos vetoriais U e V é uma

transformacao linear.
Verificar a existéncia de transformacoes lineares, satisfazendo certas condicoes.

Reconhecer e provar varias propriedades relacionadas com o conceito de trans-
formacao linear.

Defini¢ao 7 (Transformacgdao Linear). Sejam U e V' dois espagos vetoriais sobre um
corpo K. Uma funcao T : U — V' € uma transformacao linear, se

1.

T(uy 4+ ug) = T(uy) + T(uz)

2. T(au) = aT(u),

para todos u,uy,us € U e para todo a € K.

Exemplos

1.

A funcgonula T : U — V, T(u) = 0, Vu e U e a funcao identidade I : U — U,
T(u) =wu, ¥ u € U sao transformagoes lineares.

Seja a € R fixo. Entdo, a funcdo T, : R — R, T,(x) = ax, Vx € R é uma
transformacao linear.

A funcao T : K3 — M, (K), dada por

a+b 0
T(a,b,c):( 0 c—b)’

¢ uma transformacao linear.

Seja U = C|z] o C-espago vetorial de todos os polinomios com coeficientes com-
plexos, e considere a funcao D : U — U, dada por

D(anz™ + apr2™ - b arr+ag) = nape"t+ (n—Dap_ 12" 2+ -4 2002 +ay.

Entao, D é uma transformacao linear.
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unidade 2

5. Seja U = C([a, b], R) o R-espago vetorial das fungoes continuas f : [a,b] — R. Entao,
a funcao I : U — R, dada por

1= [ s,

é uma transformacao linear.

6. A projegao I : R — R? sobre o plano, dada por II(z,y, z) = (z,), é uma trans-
formagao linear.

7. Sejam U e V dois K-espagos vetoriais, e seja L(U, V) ={T :U — V | T é linear },
o conjunto de todas as transformacoes lineares de U em V. Dados S, T € L(U,V),
e ¢ € K, definimos as fungoes (S + T'), (¢T') : U — V, como segue:

(S+T)(u) = Su)+T(u)
() (u) = I'(u), (21)

para todo v € U.

Entao, é fécil mostrar que as fungoes (S +7') e ¢T' sao lineares, isto é, (S+1'),cT €
L(U,V), e que o conjunto L(U, V'), munido das operacoes de soma e de produto por
escalar definidas em (21), é um espago vetorial sobre K.

A seguir, listamos algumas propriedades das transformacoes lineares.

Proposicao 5 Sejam U e V' espacgos vetoriais sobre um corpo K. FEntao, uma fungao
T:U —V € uma transformacao linear, se, e somente se,

T(cuy 4+ us) = (uy) + T(ug), ¥ uy,us € U, Ve € K.

Demonstracao:
Suponha que T' é uma transformacao linear. Entao, dados ui,us € U e ¢ € K, temos
T(cuy +ug) = T(cuy) + T(ug) = cT'(uy) + T'(ug).

Reciprocamente, suponha que T'(cu; + ug) = T'(uy) + T(ug), Yui,us € U, Ve € K.
Entao, fazendo ¢ = 1, temos T'(u; + ug) = T'(u1) + T(ug) e, fazendo uy = 0, temos
T(cuy) = ¢T'(uy). Donde segue que T é linear.

U
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Teorema 3 Sejam U eV espagos vetoriais sobre um mesmo corpo K. Se B = {uy,...,u,}
for uma base de U, e, se C = {vq,...,v,} for um conjunto qualquer de n vetores de V,
entdo, existe uma unica transformagao linear T : U — V., tal que T(u;) = v;, Vi =
1,...,n.

Demonstracgao:

Existéncia:

Dado u € U, sejam [u]g = (¢4, ...,¢,) as coordenadas de u em relagao a base B. Defina
T:U — V por

T(u)=T <Z ciuz-> = Z Civ;.

i=1 i=1

Entao, temos:
1. T estd bem definida, pois as coordenadas de u na base B sao unicas.
2. T(u;) = v;, para cada i € {1,...,n}.

3. T é linear, pois, dados u,v € U, tais que [ulg = (c1,...,¢n), [v]g = (di,...,d,) e
A € K, temos:

TAu+v) = T Ay +dy)ug + -+ (Aep + dp)uy, |
= A +d)v+---+ (Aep +dp)v,
= (Aavy + -+ Aepvy) + (dyvy + -+ - + dpoy)

= Mav+ -+ cpvp) + (dvy + - - + dyop)
= Nl'(u)+T'(v)

Unicidade:

Suponha que exista uma transformagao linear S : U — V| tal que S(u;) = v;, para todo
i=1,...,n. Entdo, para cada u € U, tal que [u]g = (c1, ..., ¢,), temos

S(u) =29 (Z ciui> = Zc,-S(ui) = Zcivi =T(u).

=1 =1 =1

Donde segue que S = T e, portanto, sé existe uma transformacao linear com as condicoes
requeridas.
O
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Exercicios

unidade 2

1. Sejam U e V espacos vetoriais sobre K e T : U — V uma transformacao linear.

Prove que

a) T(0) =0, isto é, T leva o vetor nulo de U no vetor nulo de V.

b) T(—u) = =T'(u), Yu € U. Isto é, a imagem do inverso aditivo de u € U é o

inverso aditivo da imagem de u € U.

¢) T(cruy + coug + -+ -+ cpum) = 1T (ur) + 2T (ug) + - - - + ¢, T (upy,), onde ¢; € K
eu; € U, paratodot=1,... ,m.

2. Quais das seguintes funcoes 7' de R? em R? sdo transformacoes lineares?

(a) T(z,y) = (1 +=,y)
(b) T(x,y) = (y,2)
(c) T(z,y) = (2*,y)
(d) T(z,y) = (sen(z),y)
(e) T'(z,y) = (x —y,0)

3. Existe uma transformacao linear 7' de R® em R?, tal que T'(1,—1,1) = (1,0) e

T(1,1,1) = (0,1)?
4. Se

uy =
Ug —
us =

(17 _2)
(27 _1)
(_37 2)

U1
V2
U3

(1,
(0,
(1,

existe uma transformacao linear 7' de R? em R2, tal que

{1,2,3}7

0)
)
)

b

(u;) = v;, para i €

5. Descreva, explicitamente, uma transformagao linear de R? em R?, tal que T'(e;) =
(a,b) e T(ez) = (c,d), onde e; = (1,0) e ea = (0, 1).

6. Seja V = M,,«,(K), o espaco vetorial de todas as matrizes n x n sobre o corpo K, e
seja B € V uma matriz fixa. Se T': V' — V é a funcdo dada por T'(X) = XB— BX,

verifique que T' é um operador linear sobre V.

7. Seja V = C o conjunto dos numeros complexos.
vetorial sobre R. Determine uma funcao 7T : V' — V que seja linear sobre R, mas

que nao seja linear sobre C.
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Aula 2 - Nicleo e Imagem

Objetivos

1. Conceituar e determinar o nicleo e o conjunto imagem de uma transformacao linear.
2. Determinar uma base do ntcleo e do conjunto imagem de uma transformacao linear.

3. Determinar uma transformacao linear através de um conjunto gerador do seu con-
junto imagem.

4. Reconhecer e provar varias propriedades relacionadas com os conceitos de nicleo e
imagem de uma transformagao linear.

Sejam U e V' dois espagos vetoriais sobre um corpo K eseja T : U — V uma transformagao
linear. O nucleo de T', denotado por N(T'), é o conjunto dos vetores de U, que sao levados
no vetor nulo, pela transformacao linear T, isto é,

N(T)={u €U | T(u) = 0}.

O conjunto imagem de T, denotado por Im(T), é o conjunto dos vetores de V', que sdo
imagens de vetores de U, isto é,

Im(T)={veV |v=T(u), para algum u € U}.
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Proposicao 6 Sejam U e V espacos vetoriais sobre um corpo K e T : U — V uma
transformacado linear. Entdo:

1. N(T) C U € um subespaco vetorial de U e Im(T) C V é um subespago vetorial de
V.

2. T € injetora, se, e somente se, N(T') = {0}.

Demonstragao: 1. Vamos mostrar que N(T') é nao vazio e que N(T') é fechado pela
soma de vetores e pelo produto de escalar por vetor.

T(uy) + T(up) = 0+0 = 0, o que implica que u; + uy € N(T). Do mesmo modo,
T(cup) = ¢T(uy) = 0 = 0, o que implica que cu; € N(T). Portanto, N(T) é um
subespaco vetorial de U. A prova para Im(T) é andloga.

2. Suponha que T é injetora, e seja u € N(T). Entao, T'(u) = 0 = T(0). Como T é
injetora, temos que u = 0 e, portanto, N(T') = {0}.

De fato, N(T') # (), pois 0 € N(T'). Dados uy,us € N(T) e ¢ € K, temos que T'(uy +uy) =
0,

Reciprocamente, suponha que N (7)) = {0}. Sejam uy,uy € U, tais que T(uy) = T(uy).
Entao, T'(u; —ug) = 0, o que implica que u; —uy € N(T'). Como N(T') = {0}, temos que
uy = ug e, portanto, 17" é injetiva.

U

Dada uma transformacao linear 7': U — V| a dimensao do subespago Im(T") é chamada
de posto de T, e a dimensao do subespago N(7T') é chamada de nulidade de T
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Exemplo

Seja T : R? — M, (R) a transformacao linear dada por

a+b 0
T(a,b,c):( 0 c—b)'

Um vetor u = (a,b,c) pertence ao N(T), se, e somente se, a +b=0e c—b =0, isto é,
se, e somente se, a = —b e ¢ = b. Portanto,

N(T) = {(a,b,c) €ER® | a= —be c=b} = {(—b,b,b) | b € R}.

Observe que N(T') é gerado pelo vetor (—1,1,1), o que implica que B = {(—1,1,1)} é
uma base para N(T') e dimg N (T') = 1.

O conjunto I'm(T") é dado por todas as matrizes da forma
(5" Z)=e(on) (o B)ee(0 1)
com a,b,c € R, o que implica que
=00 ) (0 5) (1))
00/)’\0 —1/)"\L01
¢ um conjunto gerador de Im(T).

No conjunto C, observe que a terceira matriz é a diferenca das duas primeiras, e que as
duas primeiras matrizes sao L.I. Isso significa que C é L.D., e que

10 1 0
1l o) G A
¢ uma base para Im(T"). Portanto, dimgIm(T) = 2.

Observe que dimg N (T) + dimgIm(T) = 3 = dimgR3.
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Lema 1 Sejam U eV espacos vetoriais sobre K, e T : U — V' uma transformagao linear.
Se B=A{u,...,u,} € uma base de U, entao, {T(u1),...,T(u,)} gera Im(T).

Demonstragao:
Considere v € Im(T). Entao, existe u € U, tal que T'(u) = v. Sejam ¢y, ..., ¢, € K tais
n

que [ulp = (¢1,...,¢,). Isto é, u= ZCZUZ Entao,
i=1

v=T <i ciui> = i T (ug),
i=1 i=1

o que implica que v é combinacao linear dos vetores T'(uy),...,T(u,) e, portanto,
{T(u),...,T(u,)} gera Im(T).
[

Atencao! Podemos usar o Lema 1 para determinar uma base para o conjunto
imagem [Im(7) de uma transformacao linear 7': U — V.

Exemplo

Considere U = C? e V = R? como R-espacos vetoriais. Seja T : U — V a transformacaio
linear dada por
T(a+bi,c+di)=(a—c,b+2d,a+b—c+2d),

onde a,b,c,d € R.

Considere a base B = {(1,0), (,0),(0,1),(0,7)} de C* sobre R. Entao, pelo Lema 1,
temos que o conjunto
c = {7(1,0),7(i,0),7(0,1),7(0,4)}
{(1,0,1),(0,1,1),(-1,0,-1),(0,2,2)}
= {v1,v2,v3,04}

gera Im(T).

Entao, C contém uma base de Im(T'). Para obter essa base, basta retirar do conjunto C
todos os vetores que sao combinacoes lineares dos vetores precedentes.

Como v9 nao é paralelo a v, mantemos vy. Como v3 = —v; 4 Ovy, isto é, v é combinacao
linear dos vetores precedentes, retiramos vz do conjunto C, restando apenas os vetores
{v1,v9,v4}. Como vy = Ovy + 2vy, retiramos vy, restando apenas os vetores vy, v. Logo,
concluimos que {vy,v9} é uma base de Im(T).
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Exercicios

1. Determine o niicleo e a imagem da transformagao nula e da transformacao identidade
sobre um espaco vetorial de dimensao finita.

2. Seja V = K[z] o K—espago vetorial dos polinémios, na indeterminada x, com coe-
ficientes sobre K, e seja D : V — V, D(p(z)) = p (z) a aplicacdo derivacio. Prove
que D é uma transformacao linear e determine o ntucleo e a imagem de D.

3. Seja K C C um subcorpo dos ntimeros complexos, e seja T : K* — K3 a funcao
definida por T'(z1, g, x3) = (x1 — x9 + 23,221 + T2, —x1 — 222 + 223).
(a) Prove que T' é uma transformagao linear.

(b) Se (a,b,c) é um vetor em K3, quais as condigoes sobre a, b e ¢, para que o vetor
esteja no conjunto imagem de 77 Qual a dimensao de Im(7")?

(c¢) Quais s@o as condigbes sobre a, b, ¢ para que (a, b, ¢) pertenca ao nicleo de 17
Qual a dimensao de N(T)?

4. Descreva explicitamente uma transformacao linear de R* em R? que tem o conjunto
imagem gerado pelos vetores v; = (1,0, —1) e vy = (1,2,2).

5. Seja V um K—espago vetorial de dimensao finita n > 1, e seja T : V — V uma
transformacao linear, tal que o nticleo e a imagem de T' sao iguais. Prove que n é
par. Vocé pode dar um exemplo de uma tal transformacao linear?

6. Seja V um espaco vetorial e T': V' — V um operador linear. Prove que as seguintes
afirmacoes a respeito de T' sao equivalentes.

(a) Im(T) N N(T) = {0}, isto é, a intersecio do conjunto imagem de T com o
nicleo de T' é o subespaco nulo de V.

(b) Se v € V é tal que T(T'(v)) = 0, entdo, T'(v) = 0.
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Aula 3 - Teorema do Nucleo e da Imagem

Objetivos

Compreender o enunciado e a demonstragao do Teorema do Nicleo e da Imagem de uma
Transformacao Linear e aplicar esse Teorema para provar varias propriedades de uma
transformacao linear.

Teorema 4 (Teorema do Nicleo e da Imagem). Sejam U e V' espagos vetoriais
sobre um corpo K, com dimxU =n>1eT :U — V uma transformacgao linear. Entao,

Demonstracao:
Primeiro, suponha que N(T) # {0}, e seja B = {uy,...,u,} uma base de N(T'). Como
dimgU = n, devemos ter r < n. Seja C = {uy,...,u,v1,...,0s}, cOm r + s = n, uma

base de U que contém B. Segue, do Lema 1, que o conjunto
D= {T(u),...,T(u), T(vy),...,T(vy)} ={0,T(vy),...,T(vs)}

gera Im(T). Vamos mostrar que D — {0} é linearmente independente. De fato, considere
a equacao
aT(vy) + -+ ¢T(vs) =0, (22)

onde ¢y, ...,cs € K.

Como T é linear, temos que T'(civy + -+ + csv5) = 6, o que implica que o vetor civ; +
-+« +csvs € N(T'). Como B é base de N(T'), existem escalares dy, ..., d, € K, tais que

o+ -+ U = dyug £ -+ dyuy,

o que implica que dyuy + -+ + dytty, — cvg — -+ - — csvs = 0. Como C é (L.I.), segue que
c;j =0,Vj e {l,...,s}. Isso implica que a equacao (22) admite apenas a solugao trivial e
os vetores T'(v1),...,T(vs) sao linearmente independentes. Portanto, {T'(v1),...,T(vs)}

é uma base de Im(T"). Assim, temos que

dimgU =r + s = dimg N(T") + dimgIm(T).

Se N(T) = {0}, considere uma base B = {uy, ..., u,} de U e, de maneira analoga & feita
acima, mostra-se que o conjunto {T'(uy),...,T(u,)} é uma base de Im(T).
U
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Exercicios

1. Seja T : C?> — C? o tinico operador linear sobre C2, tal que

T(1,0,0) = (1,0,4), T(0,1,0)=(0,1,1), 7(0,0,1) = (i,1,0).

T é invertivel?

. Seja T': R? — R? o operador linear definido por T'(z,y,2) = (3z,z —y,2z +y + 2).

(a) O operador T é invertivel? Se for, o que é T—1?
(b) Mostre que (T? — I)(T' —3I) =0,onde T>=To T,

. Seja Miyy2(C) o C—espaco vetorial das matrizes complexas 2 x 2. Sejam

1 -1
o[ 4]
e T : Myys(C) — Mays(C), o operador linear definido por T(A) = BA. Qual é o
conjunto imagem de T? O que é T??

. Seja T uma transformacao linear de R3 para R?, e seja U uma transformacao linear

de R? para R3. Prove que a transformacao linear U o T nao é invertivel. Generalize
esse resultado.

. Determine dois operadores lineares T' e U sobre R?, tais que TU = 0, mas UT # 0.

. Seja V um K—espaco vetorial de dimensao finita, e seja T" um operador linear sobre

V. Se T? = 0, qual é a relagao entre Im(T) e N(T)? Dé um exemplo de um
operador linear T sobre R?, tal que T2 = 0, mas T # 0.

. Seja T um operador linear sobre um K—espago vetorial V' de dimensao finita.

Suponha que existe um operador linear U sobre V', tal que T'o U = [I. Prove
que T é invertivel e que U = T—!. Dé um exemplo que mostre que esse resultado é
falso, quando V nao é de dimensao finita. (Sugestao: Seja 7' = D o operador
diferenciagao sobre o espago dos polinémios).
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Aula 4 - Isomorfismos

Objetivos

1. Explicitar o conceito de espacos vetoriais isomorfos.

2. Aplicar o Teorema do Nicleo e da Imagem para verificar se dois K-espacos vetoriais
sao isomorfos.

Definicao 8 Sejam U eV espacos vetoriais sobre um corpo K. Uma transformagao linear
T :U — V € um isomorfismo, se for uma aplicacdo bijetiva. Se existir um isomorfismo
T:U —V, dizemos que U eV sao espacos isomorfos e denotamos por U = V.

Observacao

Sejam U e V' dois espagos vetoriais sobre um corpo K. Se U e V' sao isomorfos, entao,

dimgU = dimgV.

De fato, seja T': U — V um isomorfismo.

a) Se dimgU = oo, entdo, U possui um conjunto infinito B de vetores (L.I.). Como
T ¢é injetiva, temos que T'(B) C V' é um conjunto infinito de vetores (L.I.) em V e,
portanto,

dimgU = dimgV = occ.

b) Se dimgU = n > 1, entdo, U possui uma base C com n elementos. Como T é
injetiva, segue que T'(C) C V' é um conjunto de n vetores (L.1.) em I'm(7T) que, pelo
Lema 1, gera Im(7T). Logo, dimgIm(T) = n. Como T é sobrejetiva, temos que
Im(T) =V e, portanto,

dimgV = n = dimgU.
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Seja T': U — V um isomorfismo entre os K-espagos vetoriais U e V. Entao, T possui
uma funcao inversa 7! : V — U. Vamos mostrar que 7! também ¢ linear. De fato,
dados vy, vy € V e ¢ € K, temos que existem uy, uy € U, tais que vy = T'(uy) e vy = T'(uz).
Entao,

T Hevy +v2) = T7HeT(uy) + T(ug))
= T_l(T(cul + UQ))
= Cui + uo

= T (v1) + T (vg).

Proposicao 7 Sejam U e V, K—espacos vetoriais de mesma dimensdo finita n > 1 e
T :U — V uma transformacao linear. Entdo, as sequintes afirmagoes sao equivalentes:

1) T € um isomorfismo.

2) T ¢ injetiva.

3) T ¢ sobrejetiva.
Demonstracao:

(1 = 2) Se T' é um isomorfismo, entdao, 7' é uma bijegao. Logo, T' é injetiva.

(2 = 3) Se T é injetiva, entao, dimgN(7') = 0, donde segue, do Teorema do Nucleo e
da Imagem (Teorema 4), que dimgI/m(7T) = dimgU = dimgV = n. Como Im(T") é um
subespago de V', ambos com mesma dimensao n, segue que V = Im(T) e T é sobrejetiva.

(3 = 1) Se T é sobrejetiva, entao, Im(T) =V e dimgIm(T) = n = dimgU. Novamente,
pelo Teorema 4, segue que dimgN(7') = 0 e T é injetiva. Portanto, 7" é um isomorfismo.
O

Atencao! A proposicao 7 s6 é valida, se dimgU = dimgV', e ambas
forem dimensoes finitas. Os exemplos, a seguir, ilustram esse
fato.
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Exemplos

1. Seja T : R? — R? a transformacao linear dada por T'(z,y) = (—y,x,x + y). Ob-

serve que N(T') = {(z,y) | (—y,z,x +y) = (0,0,0)} = {(0,0)} e, portanto, pela
proposigao 6, T é injetora. Basta observar que (—1,0,0) ndo é um elemento de
Im(T) para concluir que T nao é sobrejetora. Nao é dificil ver, também, que
{(=1,0,1),(0,1,1)} forma uma base de Im(T).

. Seja R[z] o R—espago vetorial dos polinomios com coeficientes sobre R, e seja
D : R[x] — R[z] a transformagao linear dada pela derivagao

I

D(p(z)) =p (), onde p(z) € Rlz].

Observe que D nao ¢ injetiva, pois todo polindmio constante pertence ao nicleo de
D. Por outro lado, é facil ver que D é sobrejetiva, pois todo polinémio de R[z] tem
uma primitiva (isto é, pode ser integrado).

. Considere o espaco vetorial KN formado por todas as sequéncias de elementos de K,
com K = C ou R. Seja T': KN — K, dada por

T((zi)ien) = (Tit1)ien-

E fécil ver que T é uma transformacao linear. Além disso, T' é sobrejetiva, pois,
dada uma sequéncia (y,);en, podemos considerar a sequéncia z = (0,y1, Y2, Y3, - - -),
para termos que

T<0;yl7927y37 .- ) = <y17y27y37 .- )

Por outro lado, é facil ver que T" nao é injetiva, pois

N(T) = {(21,0,0,0,...) | z; € K}.

. Seja T : KN — K, dada por
T((Il, T2,T3, .. )) = (07 T1,x2,T3, . . )
E claro que T’ é uma transformacio linear e que T' é injetiva, ja que N(T') = {0}.

Por outro lado, T' nao é sobrejetiva, uma vez que a sequéncia (,)nen, com z; = 1
e r; =0, Vj > 2 nao é imagem de nenhuma sequéncia de KN, via T

Atencao! Vimos anteriormente que espacos vetoriais isomorfos possuem a
mesma dimensao. Vamos mostrar que a reciproca desse resultado é verdadeira
para espacgos de dimensao finita.
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Teorema 5 Dois K—espacos vetoriais de mesma dimensao finita sao isomorfos.

Demonstragao:

Se ambos os espacos forem nulos, nao ha nada a demonstrar. Sejam U e V espacos

vetoriais sobre K de dimensao n > 1. Para definirmos um isomorfismo 7' : U — V/,

considere bases B = {uy,...,u,} e C = {vy,...,v,} de U e V, respectivamente. Sabemos

que existe uma unica transformacao linear 7' : U — V, tal que T'(u;) = v;, para todo

i€ {l,...,n}. Vamos mostrar que T é injetiva. De fato, seja u € N(T'). Como B é uma
n

base de U, existem escalares cq,...,c, € K, tais que u = E c;u;. Entao, temos que
i=1

0="T(u) =c1T(u) 4+ T (un) = c1v1 4 - - - + Cpn.
Como C é linearmente independente, temos que ¢; = 0,Vi = 1,...,n. Isso implica que

u =0 e T é injetiva. Portanto, T' é um isomorfismo.

U

Corolario 5.1 Todo K—espago vetorial de dimensdo n > 1 € isomorfo a K™.
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Exercicios

1. Seja C o conjunto dos nimeros complexos. Com as operagoes usuais, C é um espaco
vetorial sobre o corpo dos numeros reais R. Descreva um isomorfismo de C sobre
R2.

2. Seja V um espaco vetorial complexo, e suponha que exista um isomorfismo 7" de V'
sobre C3.  Sejam wv;,v9,v3,v4 vetores em V, tais que T(v;) = (1,0,4),

T(vy) = (=2,1+1i,0), T(vs) = (=1,1,1), T(vg) = (v/2,1,3).

(a) O vetor vy pertence ao espago gerado por vy e v3?

(b) Seja W7 o subespaco gerado por vy e vy, e seja Ws o subespago gerado por v
e v4. Qual é a intersecao de Wy e W57

(c) Determine uma base para o subespaco de V' gerado pelos quatro vetores vy, vs,
V3 € Uy.

3. Seja W o conjunto de todas as matrizes 2 x 2 complexas A, tais que A’ = A
Considere W como espaco vetorial sobre R. Mostre que a aplicacao 7' : R* — W,

dada por
t+ax y+iz}

Tt = | 0T

¢ um isomorfismo.
4. Mostre que M, x,(K) é isomorfo a K™".

5. Seja C o conjunto dos nimeros complexos, visto como um espacgo vetorial sobre R.
Defina T : C — Myy2(R), por

T+ Ty 5y

10y z—Ty , onde z,y € R.

T(x+1iy) =

(a) Prove que T' é uma transformagao linear injetiva.
(b) Prove que T'(z129) = T'(21)T(22), para todos z; = x1 + iy; € 290 = g + Y.
(¢) Determine o conjunto imagem de 7.
6. Sejam V e W espacos vetoriais sobre o corpo K, e seja U um isomorfismo de V

sobre W. Prove que a aplicacio T'— UTU ! é um isomorfismo de L(V,V) sobre
LW, W).

63



Aula 5 - Matriz de uma Transformacao Linear

Objetivos

1. Explicitar o conceito de matriz de representagao de uma transformacao linear

~ ! . . .

T : U — V, em relacao a bases B e B dos K-espacos vetoriais U e V', respecti-
vamente.

2. Determinar a matriz de uma transformacao linear T': U — V, em relacao a bases B
/ .
e B de U e V, respectivamente.

3. Determinar uma transformagcao linear, a partir de sua matriz de representacao.

Sejam U e V, K—espagos vetoriais de dimensao n e m, respectivamente, e seja

T : U — V uma transformacio linear. Sejam B = {uy,...,u,} e B = {vy,..., v}
bases de U e V, respectivamente. Para cada j € {1,...,n}, temos que o vetor T'(u;) € V
se escreve, de forma tnica, como combinacio linear dos vetores da base B'. Isto é, para
cada j € {1,...,n}, existem m escalares a,;, asj, ..., an; € K, tais que

ayj

a2;

[T(uj)ly = | .
Amj

a1x a2 Q1n

21 A22 Q2n,
A= ]

Am1  Am2 Amn

A matriz A, acima, é chamada de matriz da transformacao linear T com relagao as bases

B e B e denotada por A = [T)5 . No caso em que os espagos U e V sio iguais e as bases
B e B sdo iguais, dizemos que T : V — V é um operador linear sobre o espaco vetorial
V e denotamos [T]5, simplesmente por [T]z.
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Teorema 6 Sejam U e V' espacos vetoriais sobre um corpo K de dimensoes n e m,
respectivamente, e seja T : U — V wuma transformacao linear. Sejam, ainda, B =
{uy, ..., u,} uma base de U e B' = {vy,..., v} uma base de V. Entdo,

!

(715 [uls = [T ()]

by
~ b2 ’
Demonstragao: Dado u € U, suponha que [u]g = | . | e que [T8 = (ai;)i;.
bn
Entao, temos que [T]g, [u]g é dado por
aip Qi - Qg by ariby + aipby + -+ + aiby
Q21 Q22 - Q2g by _ a2101 + a2y .+ o+ agnby (23)
Am1 Am2 " Qmnp bn amlbl + am2b2 + -+ amnbn
Por outro lado, temos que
T(U) = Z b]T(UJ) = ij ZCLUUZ' = Z (Z ai]-) (U
=1 j=1 i=1 =1 Jj=1
Donde segue que
> b
j=1
zn: CL11b1 + a1262 +-F alnbn
az;b; a1y + agby + - - - + ag,by
[Ty =| = = . (24)
n : amlbl + am2b2 + -+ 6Lmnbn
> amsby
L J=1 i
Agora, comparando as equagoes (23) e (24), concluimos que
[T13 [uls = [T (u)]s,
para todo u € U.
O
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Teorema 7 Sejam U e V' espacos vetoriais de dimensao finita sobre um corpo K, e
LU, V)={T:U — V | T € transformagao linear },
o congunto de todas as transformagoes lineares de U em V. Sejam, ainda, B = {uy, ..., u,}

e B = {vi,...,vm} bases de U eV, respectivamente. Entio, L(U, V) é um K—-espaco
vetorial isomorfo a My, «,(K).

Demonstracgao: E facil mostrar que L(U, V), munido das seguintes operagoes:

(T+S)(v) = T)+S(v)
(cT)(v) = cI'(v),

para todos T, S € L(U,V), c€ K e v € V, é um espago vetorial sobre K.

Vamos mostrar que a aplicagdo ¥ : L(U, V) — M,,,«,(K), dada por

¢ um isomorfismo. De fato, temos que
V(T +S) = [T+85 =[T18 + S8 =0(T)+ u(S)
U(T) = [T =TI = cu(T),

para todos c € Ke T, S € L(U,V). Isso implica que ¥ é uma transformagao linear.
Dado T' € N(V), temos que ¥(7T) = 0, o que implica que [T]gl = Oyuxn. Desse modo,
temos que as coordenadas dos vetores T'(u;), em relagao a base B, sdo todas nulas, para

cada j € {1,...,n}. Porém, isso significa que T'(u;) = 0, para todo j € {1,...,n} e,
consequentemente, T'(u) = 0,Vu € U. Portanto, N(¥) = {0} e ¥ é injetiva.

Dada uma matriz A = (a;;) € M,;,x,,(K), defina T': U — V, por
T('LL]) = aljvl -+ Clgj'UQ + -+ amjvm = Z aijvi,
i=1

para cada j € {1,...,n}. Entao, é ficil ver que T' é uma transformagao linear de U em
V', cuja matriz de representacio em relacio as bases B e B’ é exatamente a matriz A, isto

é, U(T) = A. Isso significa que ¥ é sobrejetiva e, portanto, ¥ é um isomorfismo.
O
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Observe que o Teorema 7 nos diz que, fixadas duas bases B = {uy,...,u,} e
B = {v1,...,un} de U e V, respectivamente, para cada transformagao linear 7' de U
em V, existe uma unica matriz A € M,,4,(K), que é a matriz de representacao de T,
em relacdo as bases B e B'. E, reciprocamente, para cada matriz A, m x n, existe uma
unica transformacao linear 7" de U em V, tal que [T]g’ = A. Em particular, temos que
dimg L(U, V) = mn.

Exemplo

Seja V' = Rs[z] o R—espago vetorial dos polindémios de grau menor ou igual a 3, com
coeficientes reais. Considere a transformacao linear D : V' — V| dada pela derivagao
D(p(z)) = p'(z). A matriz de D com relaco & base canonica B = {1,z,2% 2%} de V é

[D]s =

o O OO
o O O
S o N O
S w o o
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Exercicios

1. Seja T : R? — R? a transformacao linear definida por
T(x,y,z) = (x+2y+ 2,20 —y,2y + 2).

Sejam C = {ey,eq,e3} e B={v; = (1,0,1),v3 = (0,1,1),v3 = (0,0,1)} duas bases
de R3. Determine as seguintes matrizes de 7

2. Seja T : Ry[z] — R3[z], definida por T'(p(x)) = z*p(x). Sejam as bases S = {z,1} e
S" = {x,r+1} de Ry[z], e sejam as bases B = {z% 2%, z,1} e B = {2°, 2°—1, 2, 2+1}
de Rs[z]|. Determine as seguintes matrizes de 7™

3. Seja V um K—espaco vetorial de dimensao finitan. Se I : V' — V é a transformacao
identidade, definida por I(v) = v, para todo v € V, mostre que a matriz de I, com
relacao a qualquer base de V, é a matriz identidade de ordem n.

4. Seja V um K—espaco vetorial de dimensao finitan. Se 0 : V' — V ¢ a transformagao
nula, prove que a matriz de 0 com relacao a qualquer base de V' é a matriz nula de
ordem n.

5. Seja T : R? — R3 uma transformacao linear cuja matriz com relacao & base canonica
seja
11 0
A= -1 0 1
0 -1 -1
(a) Determine T'(z,y, z).
(b) Qual é a matriz de T' com relagao a base B = {(—1,1,0),(1,-1,1),(0,1,—1)}7

(¢) O operador T ¢ invertivel? Justifique.
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ESPACOS COM PRODUTO INTERNO

Objetivos

1. Explicitar o conceito de produto interno num espacgo vetorial.

2. Explicitar o conceito de ortogonalidade. Verificar se dois ou mais vetores sao orto-
gonais.

3. Obter um conjunto ortogonal de vetores, a partir de um conjunto de vetores linear-
mente independente, através do processo de ortogonalizacao de Gram-Schmidt.

4. Explicitar o conceito e propriedades de subespago ortogonal.

5. Explicitar o conceito de projecao ortogonal, bem como projetar um vetor de um
espaco vetorial, num subespaco.
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Introducao

Nesta unidade, consideramos somente espagos vetoriais reais ou complexos, isto é, espacos
vetoriais sobre o corpo dos ntimeros reais ou sobre o corpo dos niimeros complexos. Nosso
objetivo ¢é estudar espacos vetoriais nos quais faz sentido falar sobre o comprimento de
um vetor e sobre o angulo entre dois vetores. Vamos estudar um certo tipo de funcao que
assume valores escalares sobre pares de vetores, conhecida como produto interno. Um
exemplo de um produto interno é o produto escalar de vetores em R3. O produto escalar
dos vetores u = (u1, U, u3) e v = (vy, ve, v3) em R3 é o ntimero real

(u, v) = vy + UgVe + U3V3.

Geometricamente, esse é o produto do comprimento de u pelo comprimento de v e
pelo cosseno do angulo entre u e v. Consequentemente, é possivel definir os conceitos
geométricos de “comprimento”’e “angulo”, em R3, pelo significado algébrico do produto
escalar.

Um produto interno sobre um espago vetorial é uma funcao com propriedades semelhantes
as do produto interno em R? e, em termos de um tal produto interno, podemos definir
“comprimento”’e “angulo”. Nossos comentarios a respeito da nocao geral de angulo serao
restritos ao conceito de perpendicularidade, ou ortogonalidade de vetores. Nesta unidade,
definimos produto interno sobre um K—espaco vetorial, consideramos alguns exemplos
particulares e estabelecemos algumas propriedades basicas. Entao, continuamos com a
tarefa de discutir comprimento e ortogonalidade.

A UNIDADE III esta dividida em 5 aulas, da seguinte forma:

1) Primeira aula: Espagos com Produto Interno.

2) Segunda aula: Ortogonalidade.

3) Terceira aula: O Processo de Ortogonalizacao de Gram-Schmidt.

4) Quarta aula: Subespago Ortogonal.

5) Quinta aula: Projecao Ortogonal.

Na primeira aula, vocé ira estudar o conceito e propriedades de produto interno, num
espaco vetorial, bem como verd exemplos de produtos internos. Também ira estudar a
desigualdade de Schwarz e a desigualdade triangular.

Na segunda aula, voceé ira estudar os conceitos de vetores ortogonais, base ortogonal e
base ortonormal de um espago vetorial com produto interno.

71



Na terceira aula, voceé ira estudar o processo de ortogonalizacao de Gram-Schmidt, que
é um processo que permite obter um conjunto ortonormal de vetores, a partir de um dado
conjunto (L.i.). Aqui, vocé vera que todo espago vetorial de dimensao finita, com produto
interno, possui uma base ortonormal.

Na quarta aula, voce ird estudar o conceito e propriedades de subespaco ortogonal.

Na quinta aula, vocé vai aprender como projetar um vetor v de um espago vetorial V'
com produto interno, sobre um subespaco de dimensao finita W C V. Aqui, vocé vera
que a projecao ortogonal de v sobre W ¢é o vetor de W que melhor se aproxima de v.

Ao final de cada aula, vocé encontrara uma lista com véarios exercicios de aprendizagem
e fixacao.

Nesta unidade, o corpo base K de um espago vetorial sera sempre igual a R ou C.
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Aula 1 - Espacos com Produto Interno

Objetivos

1. Explicitar o conceito de produto interno num K-espaco vetorial V.
2. Provar varias propriedades de um produto interno.

3. Verificar se uma dada funcao é um produto interno num espaco vetorial.

O produto interno num espago vetorial é uma estrutura que nos permite abordar nogoes
geométricas no espago vetorial, como angulo, perpendicularidade, comprimento, distancia
etc.

Definicao 9 Seja V' um K—espago vetorial, onde K = R ou C. Um produto interno
sobre V' € uma funcdao (, ):V xV — K, que satisfaz as sequintes propriedades:

1) (u+v,w) = (u,w) + (v, w).

2) (cu,v) = c{u,v)

3) (u,v) = (v,u), onde (v,u) representa o conjugado do nimero complexo (v, u).
4) (u,u) >0, seu#0,

para quaiquer vetores u,v,w € V' e para todo escalar c € K.
Observacao

No caso K = R, a propriedade 3) da Definigao 9 implica a igualdade
(u,v) = (v,u), Yu,v €V,

pois, nesse caso, temos que (u,v) = (u,v). Essa simetria se perde no caso complexo. De
fato, se V' é um espaco vetorial complexo e v € V', temos que

(v,v) >0 e (v, iv) >0,
pelo item 3) da Defini¢ao 9. Se fosse valido, aqui, que (u,v) = (v, u), Yu,v € V, terfamos
(iv,iv) = i(v,iv) = i(iv,v) = i*(v,0) = —(v,v) > 0,

o que é uma contradicao.

73



e o o o
Proposicao 8 Seja V' um K—espago vetorial com produto interno { , ). Entao, dados
u,v,w €V ecelkK, sio vdlidas

1) (0,v) = (v,0) = 0.

2) (v,v) =0, se, e somente se, v = 0.

3) (u,v+w) = (u,v) + (u,w).

4) (u,cv) =¢(u,v).

5) Para quaisquer vetores u;,v; € V e quaisquer escalares ¢;,d; € K, comi=1,...,n e
j=1,...,m, temos
n m n m
E CiUj, E djvj = E E Cid]’<ui,'l}j>.
i=1 j=1 i=1 j=1
Demonstracao:

1) (0,v) + (0,v) = (04 0,v) = (0,v). Subtraindo dos dois lados da equacio o niimero

v
(0,v), teremos (0,v) = 0.

2) Suponha que (v,v) = 0. Pelo item 4) da definigao 9, se v # 0, entéo, (v,v) > 0. Logo,
devemos ter v = 0.

Reciprocamente, se v = 6, temos, pelo item anterior, que <6, 0)

3) (u,v+w) = w+w,u) = vu + (wu) = (v,u) + (w,u) = (u,v) + (u, w).

4) (u,cv) = {cv,u) = c(v,u) =¢ (v,u) =¢ (u,v).

5) Segue dos itens anteriores.
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Exemplos

1. Para o K—espaco vetorial V' = K", definimos

<($1, s 7xn)7 (yb s 7yn)> = $1@1 + -+ xnyn = legz

Tal produto interno é chamado de produto interno canonico em K”. Vamos mostrar
que esse satisfaz as propriedades da Defini¢ao 9.

Sejam u = (x1,...,2,), V= (y1,.-.,Yn) e w = (21,...,2,) em K" e ¢ € K. Entao,

1)

<'LL+U,’U]> = <(x1+y17"'7xn+yn)7(zla"'7zn)>

n

= D (i ty)z
i=1

= Z( %+ YiZi )

=1

n n
= E %Z_ri-g YiZi
i=1 i=1

= (u,w) + (v,w)
2)
(cu,v) = ((cx1, ... cxn), (Y1, Yn)) = ZCZE,'E: CZZUZ'E:C U, v
i=1 i=1
3)
v) = ny_z Zw_y = Zyx_z (v, u
i=1 i=1 i=1
4)

n n
= inx_i = Z |z;]* > 0, para todo u # 0.
i=1 i=1

2. Considere o K—espago vetorial V' = C([0, 1], K) das fungdes continuas de [0, 1] em
K. As regras de integracao garantem que

(f,9) = /f dt para f,g €V

¢ um produto interno (verifique!). Esse é chamado de produto interno canénico em
V.
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3. O produto interno canénico em V = M,,,(K) é dado por
(A,B) =Y ayby = (B A),
ij=1
onde A = (aij)nxn € B = (bij)nxn s80 matrizes de V/,

tr(A) =an +ax+ -+ ap,

denota o traco da matriz A, e B" denota a transposta da conjugada de B.

Definicao 10 Seja V' um K—espago vetorial munido de um produto interno { , ). Para
cada v € V, chamamos de norma de v ao nimero real dado por |v| = +/(v,v).

Observacao

Seja V' um espaco vetorial com produto interno. Segue diretamente das definicoes en-
volvidas que

1. |v| >0, Vo€V elv| =0, se, e somente se, v = 0.

2. lev| =|d||v], Vee KeVv e V.
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Teorema 8 (Desigualdade de Schwarz). Seja V- um K—espago vetorial com produto in-
terno. Entao,
[{u, v)| < |ullv], Yu,veV.

A igualdade vale, se, e somente se, {u,v} for linearmente dependente.

Demonstracao:
Dados ¢,d € K e u,v € V, temos
(cu —dv,cu —dv) = {cu,cu) — (cu,dv) — {dv, cu) + (dv, dv)
= ctlu,u) — cd{u,v) — de(v,u) + dd(v,v)
= lel*[ul* = [ ed{u,v) + cd(u, v) | + [d|*|v]*
= |cf*lul® — 2re(cd(u,v)) + |d]*v]”.

Fazendo ¢ = |[v]? e d = (u,v), obtemos
cd{u,v) = |[v|*dd = |v]*|d|* € R.
Dai, segue que
0 < {cu — dv,cu — dv) = [uf*[v]* = 2[o]*|{u, v) " + [(u, v} Pv]* = [0] ([ul?|v]* = |(u, v) ).

Portanto,
[ul*[vo]* = [{u, v)]* > 0.

Donde segue que
[(u, v) < fulfv].

Suponha, agora, que |(u, v)| = |u||v| e tome ¢ = |v|* e d = (u, v). Entao, usando o cdlculo
acima, teremos (cu — dv, cu — dv) = 0. Se v = 0, entdo, {u,v} é L.D. Suponha que v # 0.

Entao, ¢ # 0 e cu = dv, o que implica que u = gv e, portanto, {u,v} é L.D.

Supondo, agora, que {u,v} é L.D., isto é, supondo que u = Av, A € K, uma conta simples
nos leva a igualdade [(u, v)| = |ul|v].
O
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Corolario 8.1 (Desigualdade Triangular). Seja V' um K—espago vetorial com produto

interno. Entao,
lu+v| < |u|+|v|, Yu,veV.

Demonstragao:
Vimos, acima, que
Ju+ v = [ul* + 2re((u, v)) + v]*.

Como re(z) < |z|, Vz € C, temos que
fu+vf* < ful* + 2[(u, 0)] + [v]* < [ul* + 2Jul]o] + |vf*.

Portanto, temos que
u+vf* < (Jul + [v])?,

donde segue que
lu+v| < |u| + |v|.
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Exercicios

1. Seja V um espago vetorial com produto interno ( , ).

(a) Mostre que (0,v) = 0, para todo v € V.
(b) Mostre que se (u,v) = 0, para todo v € V, entao, u = 0.

2. Seja V um K—espaco vetorial. Mostre que a soma de dois produtos internos sobre V
¢ um produto interno sobre V. A diferenca de dois produtos internos é um produto
interno? Mostre que um multiplo positivo de um produto interno é um produto
interno.

3. Verifique que o produto interno canonico sobre K™ é um produto interno.
4. Seja (, ) o produto interno canonico sobre R2.

(a) Sejam u = (1,2) e v = (—1,1). Se w é um vetor, tal que (w,u) = —1 e
(w,v) = 3, determine w.

(b) Mostre que qualquer vetor w em R? pode ser escrito como w = (w, e;) + (w, e3),
onde e; = (1,0) e e5 = (0, 1) sdo os vetores da base canonica de R

5. Seja ( , ) o produto interno canodnico sobre R? e seja T o operador linear
T(x,y) = (—y,z). Mostre que T é uma rotagao de 90°, e que (T'(v),v) = 0, para
todo v € R2.

6. Seja {, ) o produto interno canonico sobre C?. Prove que nao existe um operador
linear nao nulo sobre C?, tal que (T'(v),v) = 0, para todo v € C?.

7. Seja A uma matriz 2 X 2 com entradas reais. Para X e Y em My, (R), seja
fa(X,Y)=YTAX.

Mostre que f4 é um produto interno sobre My, (R), se, e somente se, A = AT,
air >0, a9 >0e detA > 0.

8. Seja V um espaco vetorial real ou complexo, com produto interno. Mostre que vale
a lei do paralelogramo

lu+v]? + Ju—v* = 2Jul* + 2]
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9.

10.

11.
12.

Seja V' um espaco vetorial complexo. Uma funcao J de V em V é chamada uma
conjugacao, se satisfaz as trés seguintes propriedades:

i) J(u+wv)=Ju)+ J(v)
i) J(cv) =¢J(v)
iii) J(J(v)) =,
para todos u,v € V e ¢ € C. Se J é uma conjugacao, mostre que

(a) O conjunto W ={w € V | J(w) = w} é um subespagco vetorial de V' sobre R.
(b) Para cada v € V existem tnicos vetores wy,wy € V| tais que v = wy + iwy,

onde 7 = v/—1.

Seja V um espaco vetorial complexo, e seja W um subconjunto de V' com as seguintes
propriedades:

i) W é um subespago real de V.

ii) Para cada v € V existem tnicos vetores wy,wy € W, tais que v = wy + fws.

Mostre que a equagao J(v) = w; — twy define uma conjugacao sobre V', tal que
J(v) = v, se, e somente se, v € W. Mostre também que J é a unica conjugacao
sobre V' com essa propriedade.

Determine todas as conjugacoes sobre C e sobre C2.

Seja W um subespago real de dimensao finita de um espago vetorial complexo V.
Mostre que W satisfaz a condigao i) do exercicio 11, se, e somente se, qualquer
base de W é também uma base de V.
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Aula 2 - Ortogonalidade

Objetivos

1. Explicitar o conceito de ortogonalidade num espaco vetorial como produto interno.
2. Verificar se um conjunto de vetores num espago vetorial é ortogonal.

3. Explicitar os conceitos de bases ortogonais e bases ortonormais.

4. Verificar se um conjunto de vetores num espaco vetorial é uma base ortonormal

5. Provar varias propriedades relacionadas com o conceito de ortogonalidade.

Seja V um espaco vetorial sobre K com produto interno (, ), e sejam w,v € V. Dizemos
que u e v sao ortogonais se (u,v) = 0. Um subconjunto O de V é chamado de ortog-
onal, se os seus elementos sao ortogonais dois a dois. Dizemos que O é um conjunto
ortonormal, se for um conjunto ortogonal no qual |u| =1, Yu € O.

Observe que o vetor nulo 0 € V é ortogonal a todos os elementos de V, pois
(0,v) =0, Yv € V. Além disso, o vetor nulo é o inico vetor com essa propriedade.

Exemplos

1) Seja K" o K—espago vetorial com o produto interno canonico

<(ZL’1, cee 7:1371)7 (yla cee ayn)> = Z%E

nta noni =1ej,e9,...,€ n
Entao, a base canonica C ,€2,...,6,}+ de K", onde
e;=(0,...,0, 1 ,0,...,0),
posicao j
para cada j € {1,2,...,n}, é um conjunto ortonormal de vetores com rela¢ao ao

produto interno canonico ( , ), pois

1, se1=7

<6i’ej>:5ij:{ 0, sei #j
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2) Seja V' = Myy2(C) o conjunto das matrizes 2 x 2, com entradas complexas. Considere
V' como um R—espago vetorial, e seja

(A, B) = tr(B' A), (25)

o produto interno candnico em V. Entao, a base

10 01 00 0 0
s={m=(oa)m=(o0)m-(T0)m-(a")

i 0 0 0 0 0 0
s=(o0)m=(00)m=(00)m-(0 7))

nao é ortogonal em relacdo ao produto interno (25), pois os vetores E3 e E7, por
exemplo, nao sao ortogonais. De fato,

T
((55)- )
((3)

= —i40
—i #0.
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Teorema 9 Seja V um K—espaco vetorial com produto interno e seja O um subconjunto
ortogonal de V, formado por vetores nao nulos.

1) Se um wetor v pertence ao espago gerado por {vi,...,v,} C O, isto €, se
vE v1,..., v, comv; € O,Vi=1,...,n, entao,
n
(v, ;)
v= Z v, 2
i=1 !
2) O € linearmente independente.
Demonstracgao:
1) Sejav =731, cuv;, com¢ € K, Vi=1,...,n Entdo, como {v1,...,v,} é um conjunto
ortogonal, temos, para j = 1,...,n, que
n n
(v,v;) = <Z civi,vj> = Zci(vi,vj> = c;(v;,v;).
i=1 i=1
Portanto,
(v, ;) z": (v, vi)
ci=-~—"2L Vji=1,...,n ev= ;.
T Tyl 2o
2) Suponha que existam escalares ¢y, ..., ¢, € K e vetores nao nulos vy,...,v, € O, tais
que
0=cvy+ -+ c,v,.
De maneira andloga a realizada no item 1), segue que
0, v; .
c; = < 2Z> =0, para i=1,...,n
|vil
e, portanto, O é L.I.
O
Corolario 9.1 Seja V' um K—espago vetorial com produto interno, e seja {vi,...,v,}

uma base ortonormal de V. Entao, para v € V, temos

n

v = Z(U,U7;>Ui.

i=1
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Exercicios

1. Seja V um espaco vetorial com produto interno, sobre K, onde K =R ou C.

(a) Sejam u,v € V. Mostre que, se u L v, entao, |u+ v|* = |ul? + |[v]*.

(b) Suponha que K =R, e sejam u,v € V. Se |u+ v|* = |u|? 4 |v|?, mostre que u
e v sao ortogonais.

(c) Mostre que o item (b) é falso, se K = C.
(d) Para K = C, mostre que u,v € V sao ortogonais, se, e somente se,
lau + Bu|? = |aul® + |Bv]?,

para todos «, § € K.

2. Quais, dentre os seguintes conjuntos de vetores, sao ortogonais?
(a) (1,-1,2), (0,2,—-1), (—1,1,1).
(b) (1,2,-1,1), (0,—1,-2,0), (1,0,0,—1).
(¢) (0,1,0,—1), (1,0,1,1), (—1,1,—-1,2).

3. Considere a base ortonormal B = {uy, us, us}, de R?, onde

w= (G20 %) m= (-0 ) =010,

Dado um vetor v = (a, b, c) € R?, escreva v como combinagao linear dos vetores da
base B.

4. Mostre que um conjunto ortonormal de n vetores em R™ é uma base de R".

5. Seja V um K—espaco vetorial com produto interno ( , ). Sejam v, vy, ..., v, vetores
em V. Mostre que, se v for ortogonal aos vetores vy, vs, ..., v,, entao, v é ortogonal
a todos os vetores do espaco gerado por vy, vs, ..., U,.

6. Seja V um K—espago vetorial com produto interno (, ), e seja vy € V um vetor
fixo. Prove que o conjunto W de todos os vetores de V', que sao ortogonais a vg, é
um subespago vetorial de V.
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Aula 3 - O Processo de Ortogonalizacao de Gram-
Schmidt

Objetivos

1. Aplicar o processo de ortogonalizacao de Gram-Schmidt para se obter uma base
ortonormal de um espago vetorial com produto interno.

2. Obter uma base ortonomal de um espacgo vetorial com produto interno, contendo
uma determinada base.

Seja V um K—espaco vetorial com produto interno ( , ). Seja O = {v,...,v,} um
subconjunto de V' linearmente independente. Vamos construir um outro conjunto, O =
{wy,...,w,} C V, que seja ortogonal e tal que os subespagos gerados por O e por o'
sejam os mesmos. Essa construcao é feita, indutivamente, como segue:

Faca wy = v;.

(v2,w1)
w1 |2

Para cada k € {3,...,n}, defina

Faca wy = vy — wy.

_ <Uk,w1>w1 o <Uk7wk:—21>wk71 — o — Z {vg, wy)
| w1

Nao é dificil ver que o conjunto {wy, ..., w,} definido, acima, é ortogonal e, em particular,
linearmente independente. Observe que, para cada i € {1,...,n}, temos que

w; €W = [vg,..., 0]

Como dimgW = n, segue que O = {wy,...,w,} é uma base de W, o que mostra a
igualdade dos subespacos gerados por O e por O'.
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Teorema 10 Todo espacgo vetorial de dimensdo finita n > 1 com produto interno possui
uma base ortonormal.

Demonstracao:
Seja V. um K-—espago vetorial de dimensao finita n > 1, e seja
B ={vy,...,v,} uma base de V. Usando o processo de ortogonaliza¢ao de Gram-Schmidt,
podemos encontrar um conjunto ortogonal O = {wy,...,w,}, que gera V. Como todo
conjunto ortogonal é linearmente independente, segue que O é uma base ortogonal de V.
Por fim, {ﬁ, e &} ¢ uma base ortonormal de V.

|ws ] |wn

U
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Exercicios

1. Use o processo de Gram-Schmidt para achar uma base ortonormal, para o subespaco

de R? com base B = {(1,—1,0), (2,0,1)}.

2. Use o processo de Gram-Schmidt para achar uma base ortonormal, para o subespagco

de R*, com base {(1,0,-1,0),(1,-1,0,0),(3,1,0,0)}.

3. Considere V = C3 como espaco vetorial sobre C, com o produto interno canodnico.
Seja S = [(1+14,31,2—1), (2—3i,1042i,5—1)] C V. Determine uma base ortogonal
para S, usando o processo de Gram-Schmidt.

4. Considere o C—espaco vetorial C2, com o produto interno candnico. Considere a
base B = {(1,7), (i,1)} de C%. Determine uma base ortonormal de C?, a partir de

B.
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Aula 4 - Subespaco Ortogonal

Objetivos

1. Explicitar o conceito de subespaco ortogonal de um K-espago vetorial V' com produto
interno.

2. Determinar o subespaco ortogonal W+ de um subconjunto W de um K-espaco
vetorial V.

3. Determinar uma base ortonormal de um subespago ortogonal.

4. Determinar uma base ortogonal de um subespago vetorial e de seu complemento
ortogonal.

Seja V um K—espaco vetorial com produto interno, e seja S C V' um subconjunto de V.
Chamamos de conjunto ortogonal a S ao conjunto

St={veV | (uv)=0, Yuec S}
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Proposicao 9 Seja S um subconjunto nao vazio de um K—espago vetorial V- com produto
interno. Entao,

(a) O conjunto S+ é um subespaco vetorial de V., mesmo que S ndo seja um espago
vetorial.

(b) Se S = {0}, entio, St =V.
(¢) Se S contiver uma base de V, entio, S+ = {0}.

Demonstragao: a) 0 € S*, pois (0,0) =0, Yv € V.

Se vi,vy € St entdo, (vy,u) = (vy,u) =0, Vu € S. Portanto, temos que
<Ul + anu> = <U1,U/> + <027u> = 07 Vu € S)

donde segue que v; 4+ vy € S*.
SeceKewve St temos que (cv,u) = c{v,u) = c0 =0, Yu € S e, portanto, cv € S+.
Consequentemente, S+ é um subespaco vetorial de V.

b) Se S = {6}, temos que (5, v) =0, Yo € V, donde segue que V C S*+. Como St é um
subconjunto de V, segue que S+ = V.

c¢) Seja B = {vy,...,v,} C S uma base ortonormal de V' que estd contida em S. Dado
v € S*, temos que
n
v = Z(v,vi>vi.
i=1

Como v; € S, Vi=1,...,n, temos que (v,v;) =0, Vi =1,...,n. Donde segue que v = 0
e, portanto, S+ = {0}.
O
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Proposicao 10 Seja V' um K—espago vetorial munido de um produto interno. Sejam
W C V um subespaco e B = {wy,...,wx} um conjunto gerador de W. Entdo, w € W+,
se, e somente se, (w,w;) =0, para todo i € {1,...,k}.

Demonstragao: Seja w € W. Entéo existem escalares cq,...,c. € K, tais que
k

w = E c;w;, donde segue que (v, w) (v, w;).
=1 =1

Se v € W+, temos que (v,w;) =0, Vi =1,...,k, pois w; € W, Vi.

Reciprocamente, se (v, w;) = 0, Vi = 1,...,k, temos que (v,w) = 0, o que implica que
ve Wt
Ul

Proposicao 11 Seja V um K—espaco vetorial de dimensao n > 1 e com produto interno,
e seja W C 'V um subespaco de V. Entdo, V=W @& W=,

Demonstragao:

a) Vamos mostrar que V =W + W+, Seja B = {wy, ..., w,} C W uma base ortonor-
mal de W, e seja
C={wy,..., Wy, Wni1,...,wn} CV

uma base ortonormal de V', que contém B. Dado v € V| temos que

n

v o= Z(v,wi)wi

i=1

= Z(v,w»wi + Z (v, w;)w
i=1 i=m—+1
= W+ u.

Observe que w € W. Vamos mostrar que u € W+. De fato,

n

(u, wj) = Z (v, w;){w;,w;) =0, para todo j =1,...,m.
i=m-+1

Como u é ortogonal a todos os vetores da base de W, segue que u é ortogonal a

qualquer vetor de W e, portanto, u € W+. Logo, v = w+u, onde w € W eu € W+,

b) Vamos mostrar que WNW=+ = {6} Sejau € WNW. Entao, (u,w) =0, Vw € W.
Mas u € W. Logo, temos que (u,u) = 0 e, portanto, u = 0.

O
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Exercicios

1. Considere R* com o produto interno canoénico. Determine uma base ortogonal para
o subconjunto S = {(z,y,2,w) € R* | x — 2y + 2 + w = 0} e uma base ortogonal
para o conjunto S=.

2. Considere o R—espago vetorial V' = Rs[z|, dos polinémios com coeficientes reais de
grau menor ou igual a 3, com o produto interno dado por

<ﬁm=Af@WMtVﬂgeV

Ache uma base ortonormal de S+, onde S é o subespaco gerado por {5, 1+ x}.
3. Considere o R—espago vetorial V' = My, (R), com o produto interno
(A, B) = a11biy + aiabia + agibor + agabss,

onde A = (a;;) e B = (b;;). Seja W o subespago de V', dado por

w={(%4) 1ery-z=o},

(a) Determine uma base ortogonal de .

(b) Determine uma base de W+.

4. Seja W um subespago de um K—espago vetorial V', com produto interno. Se V' for
de dimensao finita, prove que (W+)+ = W.

5. Seja V = C([—1,1],R) o R—espago vetorial das fungdes reais continuas, definidas
no intervalo [—1, 1], com o produto interno dado por

1
(ro) = | sttt
-1
Seja W C V formado por todas as funcoes impares, isto é,
W=A{feV]fl-2)=—f(x), Vo e [-11]}.

Determine W=,
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Aula 5 - Projecao Ortogonal

Objetivos

1. Explicitar o conceito de projecao ortogonal de um vetor sobre um subespaco de um
K-espaco vetorial V' com produto interno.

2. Determinar a projecao ortogonal de um vetor sobre um K-subespaco de um K-espago
vetorial V.

3. Usar a propriedade de “menor distancia”, para aproximar um vetor de um subespaco
vetorial.

O conceito de ortogonalidade pode ser usado para aproximar elementos de um espaco
vetorial de outros em um dado subespaco.

Proposicao 12 Sejam V um K—espaco vetorial com produto interno e W um subespaco
de V de dimensdo finita. Entdo, dadov € V, existe um vinicow € W, tal que v—w € W+,

Demonstracao: Seja B = {wy,...,w,} uma base ortogonal do subespaco W. Dado
v € V, considere o vetor

UL VN L)
|wy] ||
E claro que w € W e nao é dificil provar que (v —w,w;) =0, Vi =1,...,n. Assim, segue,

da proposicao 10, que v —w € W+,

Suponha, agora, que existam w,w € W, tais que v — w,v —w € W+. Entéo,

!’ ! /

(w—w,w—w)=(w—w,w—w +v—0)=(w—w,w—0)+w—w,v—w

> =0,
poisw—w € Wew—v,v—w €W, Consequentemente, w —w = 0 e, portanto, para

cada v € V, existe um tnico vetor w € W tal que v — w € W+.

O
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O vetor w nas condicoes da proposicao anterior é chamado de projecao ortogonal de v
sobre W e ¢ denotado por w = projwv.

Observacao

Observe que a proposicao 12 indica que, para subespacos de dimensao finita W, cada
v € V admite uma tnica proje¢ao ortogonal de v sobre W. Além disso, se {wy, ..., w,}
for uma base ortogonal de W, entao, tal projecao é dada por

v, W v, Wy
wwn) gy )
|wn| |wn]

projwv = -
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Proposicao 13 Sejam V um K—espaco vetorial com produto interno, W um subespaco
de V ev e V. As sequintes afirmacoes sao equivalentes:

a) Eziste wg € W, tal que v —wy € W.
b) Existe wy € W, tal que |[v —wo| < |[v —w|, Yw € W, com w # wy.

Demonstragao:
a) =b)

Seja wy € W, tal que v — wy € W+. Para cada w € W, temos que w — wy € W e,
consequentemente, v — wy_Lw — wy. Agora, temos que

]v—w|2:|v—wg—|—w0—w|2:]v—w0\2—|—|w—w0|2

e, assim, paraw € W, w # wy, temos que [v—w|* > |v—wy|? e, portanto, |[v—w| > |[v—wy|,
para todo w € W, w # wy.

b) = a)

Seja wy € W, tal que
v —wo| < Jv—w|, YweW, w#w. (26)

Suponha, por absurdo, que v—wy ¢ W, ou seja, existe w; € W, tal que (v —wq, w;) # 0.
Observe que w; # 0 e considere W' o subespaco gerado por {wo,w,}. Entdo, W' Cc W
e a dimensao de W' é igual a 1 ou 2. Assim, W' tem dimenséo finita e, pela proposicao
12, existe proj, v = wy. Logo, v —w, € (W')* e, consequentemente, |v — wy| < |v —w'],
para todo w' € W', w' # wé.

Observe que wy # wo, ja que (v — wo,w;) # 0 e (v — wy,w) = 0, pois w; € W' e
v —wy € (W)*. Portanto,
v — wy| < v —wpl. (27)

Dai, concluimos, usando as inequagoes (26) e (27), que
lv — wp| < |U—w£)| < v —wol,

o que é uma contradicao.
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A proposicao 13 garante, em particular, que a projwy v, quando existe, é a melhor apro-
ximacao de v por um vetor de W e vice-versa. Quando a dimensao de W for finita, o
problema de determinar a projecao ortogonal de um vetor v sobre W é equivalente a
determinar um vetor de W que melhor se aproxima de v.

Exemplo

Considere o espaco R? munido do produto interno candnico. Sejam v = (3,0,2) e
W = [wy,ws], onde w; = (1,0,-2) e wy = (1,1,1). Isto é, W é o subespago de R?,
gerado pelos vetores w; e wy. Como os vetores wy,ws sao linearmente independentes,
segue que {wy,wy} é uma base de W. Vamos usar o processo de ortogonalizagao de
Gram-Schmidt para determinar uma base ortogonal {vy,v,} de W.

Faca v; = wy.

(wg, v1)

Faca vy = wy — v1. Portanto, temos que

-1 1 =2 6 3
U2 = (17 ]-? 1) - ?(1707 _2) = (17 ]-7 1) + (gaoa ?) = (ga 75

).
Considere v, = (6,5,3), que também ¢é ortogonal a v; = (1,0, —2). Desse modo, temos
que

-1 24 1
(o) o) ZLg gy =5(6.5.3) = £(13,12,10).
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Exercicios

. Considere o subespaco S de R?*, gerado pelos trés vetores ortogonais u; = (1,0,0,1),

us = (1,1,0,—1) e ug = (0,0,1,0). Determine a projegao ortogonal do vetor
v = (z,y,z,w) sobre S.

. Seja V = R|x] o R—espago vetorial de todos os polinomios na indeterminada z, com

coeficientes sobre R. Considere, em V', o seguinte produto interno:

(f.g) = / 090t fa).ga) €V,

(a) Considere o subespago S de R[z| gerado pelos polinémios pi(z) = —x + 1 e
pa(x) = 2% — 22 + 1. Use o processo de Gram-Schmidt para achar uma base
ortogonal de S.

(b) Determine a projecao ortogonal do polindémio p(x) = x* + 22 + = + 1 sobre o
subespago S do item (a).

. Considere o R—espago vetorial V' = C([0, 27|, R), munido do produto interno

2

(f.9) = ; f(t)g(t)dt, para f,geV.

Determine a fungdo de W = [1, sent, cost] que melhor se aproxima de
f:0,27] — R, dada por f(t) =1t — 1.

. Determine a projegao ortogonal do vetor v = (1,1,1,1) sobre o subespaco de R*,

gerado pelos vetores u; = (1,2,0,0), us = (1,0,2,1) e ug = (2,1, 1,0).

. Seja W o subespago de R?, com base ortonormal {u;,us}, onde u; = (0,1,0) e

Uy = (%5,0, %) esejau=(1,2,—1).

(a) Escreva u na forma w + v, onde w € W e v € W+,
(b) Determine a distancia de u a W.

(¢) Determine o vetor de W que melhor se aproxima de u.
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OPERADORES LINEARES

Objetivos

1. Explicitar o conceito de diagonalizagao de operadores lineares. Verificar quando um
determinado operador linear é diagonalizavel, bem como diagonalizé-lo.

2. Explicitar o conceito de operador adjunto. Determinar o adjunto de um operador
linear.

3. Verificar quando um operador linear é autoadjunto.

4. Explicitar o conceito de operador unitario e suas propriedades. Verificar quando um
determinado operador linear é unitario.

5. Explicitar o conceito de operador normal e suas propriedades. Verificar quando um
determinado operador linear é normal.
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unidade 4

Introducao

Nesta unidade, voceé ird estudar operadores lineares T' sobre um espacgo vetorial de di-
mensao finita V. Vocé devera responder a seguinte pergunta:

Existe uma base de VV na qual a matriz de T assume uma forma mais simples?

Talvez, as matrizes mais simples de se trabalhar sejam as matrizes diagonais:

A 0 0 ... 0
0 X O ... 0
0 0 0 ... A\,

Seja T um operador linear sobre um espaco vetorial V' de dimensao finita. Se existir
uma base B = {vy,...,v,} de V, na qual T' é representado por uma matriz diagonal D,
podemos obter informacoes consideraveis a respeito de T'. Por exemplo, nimeros simples
associados a T', como o posto de T ou o determinante de T', poderiam ser determinados com
um pequeno olhar na matriz D. Podemos descrever explicitamente o conjunto imagem e
o nucleo de T. Uma vez que [T]g = D, se, e somente se,

T(’Uj) = )\jUj, ] = 1, cee, N,

o conjunto Im(T") imagem de 1" é o subespago de V, gerado por todos os v;’s, para os
quais A\; # 0, e o nicleo N(T') de T é o subespaco de V' gerado pelos v;’s restantes.

Serda que todo operador linear T' pode ser representado por uma matriz diagonal em
alguma base de V7 Se nao, para quais operadores 1" uma tal base existe? Como podemos
determinar uma tal base, se ela existe? Essas sao algumas das questoes que vamos atacar
nesta unidade.

Observacao:

Em toda a UNIDADE IV, K=C ou K =R e V é um K—espago vetorial de
dimensao finita n > 1, com produto interno (,).
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Aula 1 - Diagonalizacao de Operadores Lineares

Objetivos

. Explicitar o conceito de diagonalizacao de um operador linear sobre um K-espaco

vetorial de dimensao finita.

Explicitar os conceitos de autovalor, autovetor e polinomio caracteristico de um
operador linear sobre um K-espaco vetorial de dimensao finita.

Determinar o polindmio caracteristico, os autovalores e os autovetores de um ope-
rador linear sobre um K-espaco vetorial de dimensao finita.

. Verificar se um operador linear sobre um K-espago vetorial de dimensao finita é

diagonalizavel.

Determinar o polinémio caracteristico, os autovalores e os autovetores de uma matriz
quadrada A € M, K).

Provar propriedades relacionadas com o conceito de diagonalizacao de operadores
lineares.

Um operador linear sobre V' é uma transformacao linear 7" : V' — V, isto é, é uma
transformacao linear que tem dominio e contradominio iguais a V. Nesta aula, estudamos
condicoes necessarias e suficientes para que um operador linear seja diagonalizavel.

Definicao 11 Seja V' um espaco vetorial de dimensao finita sobre um corpo K, e seja
T:V — V um operador linear sobre V.

a) Dizemos que T' € diagonalizdvel, se ele pode ser representado por uma matriz dia-

gonal D, isto €, se existe uma base B de V, tal que
T)p =D = diag(\y, ..., \n),

com N € K, Vi=1,...,n.

b) Um escalar A € K é autovalor de T, se existe um vetor nao nulo v € V, tal que

T(v) = M. O vetor v é chamado de autovetor de T associado ao autovalor \.

c) Se A € K € um autovalor de T, denotamos por E\(T) o conjunto de todos os

autovetores associados a X\, juntamente com o vetor nulo. Isto é€,
Ex(T)={veV|T) = }u{0}.

O congunto EX(T') é chamado autoespago de T' de autovalor \.
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Polinomio Caracteristico

Seja V um K—espaco vetorial de dimensao finita n > 1, e seja T' : V' — V um operador
linear sobre V. Dada uma base B de V', considere a matriz [#/d—T|z do operador 2/d—T
em relacao a B, onde Id é o operador identidade em V e x € K. Se denotarmos por I a
matriz identidade de ordem n, teremos que

[;C[d — T]B =zl — [T]B

Sabemos que, para qualquer outra base C de V', as matrizes [Tz e [T]c sdo semelhantes,
isto é, existe uma matriz invertivel P, tal que

[T)s = P![T]cP. (28)

Considere o polinémio det[zId — T]g. Entao, pela equagao (28), temos que

det[zId — T)g = det(z — [T]g)

8
~
|
=
o
3

Desse modo, concluimos que o polinomio, acima, ¢ um invariante de 1", nao dependendo da
base B escolhida. Esse polinomio é chamado de polindmio caracteristico de 1" e denotado
por pr(z) = det(xz — [T]g). Observe que o polinémio caracteristico de 7' é um polinémio
monico de grau n, isto é,

pr(z) = 2" + 12"V -+ agx + a,

onde a; e K;Vi =0,...,n— 1.
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Teorema 11 Sejam T um operador linear num espago vetorial V de dimensaon > 1, e
B uma base de V. Entao,

a) Os autovalores de T consistem de todos os escalares A\ € K, que sao raizes do

polinomio caracteristico de T.

b) Para um dado autovalor \ de T, temos que E\(T) = N(Ald —T). Em particular,

o autoespago E\(T) é um subespago vetorial de V.

Demonstragao:

a)

Um escalar A € K é autovalor de T, se, e somente se, N(Ad —T) # {0}. Isso
equivale a dizer que A\ é autovalor de T, se, e somente se, det(Al — [T]g) = 0.

Portanto, A é autovalor de T, se, e somente, se é raiz do polinémio caracteristico de
T.

Dado v € E\(T), com v # 0, temos que T'(v) = Av, isto é, (A\[d — T)(v) = 0. Isso
significa que v € N(AId — T'). Como o vetor nulo pertence ao nicleo do operador
(AMd —T), segue que Ex(T) C N(AId—T).

Reciprocamente, se v é um vetor nao nulo, tal que v € N(AId — T'), temos que
T(v) = Mv, o que implica que v € E\(T). Como 0 € E\(T), temos que
N(Md—T) C Ex(T) e, portanto, Ex(T) = N(AId—T) .

g

Observacao

E claro que existem operadores lineares que nao possuem autovalores. Considere,
por exemplo, T': R? — R?, dado por T(z,y) = (—y,z). Entdao, A € R é autovalor
de T, se, e somente se, existir um vetor nao nulo v = (z,y) € R?, tal que T'(v) = \v.
Isto é, devemos ter (—y,z) = (Ax, \y), o que nos dé o seguinte sistema na variavel

Al
—y =T
T =\y.

Resolvendo o sistema acima, vemos que A2 + 1 = 0. Porém, essa tltima equacao
nao tem solucao em R. Logo, T' nao tem autovalor.

No seguinte teorema, temos condigoes necessarias e suficientes para que um operador
linear seja diagonalizavel.
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Teorema 12 Seja V' um K—espaco vetorial de dimensao finita, e seja T um operador
linear sobre V. Entao, T ¢ diagonalizdvel, se, e somente se, existe uma base B de V' que
consiste de autovetores de T'. Nesse caso, a matriz de T' com relagao a base B é diagonal
e 0s seus elementos diagonais sao os autovalores correspondentes.

Demonstragao:

Suponha que T é diagonalizavel. Entao, existe uma base B = {vy,...,v,} de V] tal que
[T]B - diag()‘la BRI )\Tb)

Entao, para cada i € {1,...,n}, temos que

T<Ui) = \iVi,

o que implica que cada vetor v; da base B é autovetor de 7', associado ao autovalor ;.

Reciprocamente, suponha que B = {vy,...,v,} é uma base de V formada por autovetores
de T', com respectivos autovalores Ay,..., A, € K. Entao,

T(’UZ) = )\ﬂ}i, Vi = 1, oy,

o que implica que [T)p = diag(Ay, ..., An).
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Exercicios

1. Em cada um dos seguintes casos, seja T' o operador linear sobre R?, que é repre-
sentado pela matriz A na base canonica de R?, e seja S o operador linear sobre C2,
que é representado pela matriz A na base canonica de C?. Determine os polinomios
caracteristicos de T' e de S, determine os autovalores de cada operador e, para cada
autovalor, determine uma base para o autoespaco correspondente.

@)A:(é 8)
(10),4:(_21 i’)
(@A:(} 1)

2. Seja V um K—espaco vetorial de dimensao finita n. Qual é o polinomio caracteristico
do operador identidade I sobre V7 Qual é o polinémio caracteristico do operador
nulo sobre V7

3. Seja
a;x G2 a3 ... Qip
0 A929 Q23 ... QA9p
A= 0 0 asz3 ... ag,
0 0 ... 0 apu

uma matriz n x n triangular superior, com a;; € K, Vi, j. Prove que os autovalores
de A sao os elementos da diagonal de A, isto é, os escalares a;;, parai=1,...,n.

4. Seja T o operador linear sobre R? que é representado, na base canonica, pela matriz
bl )

-9 4 4
A= -8 3 4
—-16 8 7

Prove que T é diagonalizavel, exibindo uma base de R? formada por autovetores de

T.
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5. Seja
6 —3 -2
A= 4 -1 =2
10 =5 -3

A é semelhante, sobre o corpo R, a uma matriz diagonal? Isto é, existe uma matriz
invertivel P € M3y3(R), tal que P"'AP = D, onde D é uma matriz diagonal? A
é semelhante, sobre o corpo C, a uma matriz diagonal? Isto é, existe uma matriz
invertivel P € M3y3(C), tal que P"'AP = D, onde D é uma matriz diagonal?

6. Seja T o operador linear sobre R*, que é representado, na base canénica, pela matriz

0

oS O e O
o O OO
o O OO

0
b
0
Quais condicoes devem ser satisfeitas pelos escalares a,b,c € R, para que T seja
diagonalizavel?

7. Seja T' um operador linear sobre um K—espaco vetorial V' de dimensao finita n.
Suponha que T tem n autovalores distintos. Prove que T' é diagonalizavel.

8. Sejam A e B matrizes n X n sobre o corpo K. Prove que se (I — AB) é invertivel,
entdo, (I — BA) ¢é invertivel e

(I-BA)™'=1+B(I - AB)'A.

9. Sejam A e B matrizes quadradas de ordem n, sobre o corpo K.

a) Mostre que 0 € K é autovalor de A, se, e somente se, A nao é invertivel.
b) Mostre que AB e BA tém os mesmos autovalores.

c) Suponha que A é invertivel, e seja A € K um autovalor de A. Mostre que A\~
é um autovalor de A1

d) Mostre que A e sua transposta AT tém o mesmo polinoémio caracteristico.

10. Seja A uma matriz 2 x 2, com entradas reais, que é simétrica (isto é, AT = A).
Prove que A é semelhante a uma matriz diagonal.
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Aula 2 - Operadores Adjuntos

Objetivos

1. Explicitar o conceito de operador adjunto sobre um K-espago vetorial com produto
interno.

2. Explicitar a relacao entre operador adjunto e produto interno num espago vetorial.

3. Determinar o adjunto de um operador linear sobre um K-espaco vetorial com pro-
duto interno.

4. Explicitar a relagao existente entre a matriz de um operador linear e a matriz de
seu adjunto, em relagao a uma base ortonormal do espaco.

5. Determinar a matriz do adjunto de um operador linear em relagao a uma base do
espago.

6. Provar propriedades relacionadas com o conceito de operador adjunto.

Nesta aula, vocé verda que todo operador linear T' € L(V, V), num K—espaco vetorial V'
de dimensao finita e com produto interno, possui um adjunto, isto ¢, existe um tunico
operador linear 7% € L(V, V), tal que

<T(u)’v> = <u> T*(U»a

para todo u,v € V.

O adjunto T™ esta intimamente relacionado com um tipo especial de funcionais lineares
em V. Por isso, é necessario falar um pouco sobre funcionais lineares.

Um funcional linear sobre V ¢é uma transformacao linear f : V — K. Seja
V¥ ={f:V — K| f éfuncional linear } o conjunto de todos os funcionais lineares
em V. Dados f,g € V* e ¢ € K, defina os funcionais lineares (f + ¢g), (¢f) : V — K, como

(f+9)w) = fv)+g(v)
(ef)(v) = cf(v),

para todo v € V. Entao, é facil mostrar que V*, munido dessas duas operagoes, é um
espago vetorial sobre K. O espaco V* é chamado de espaco dual a V.
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Definigao 12 Sejam V' um K—espago vetorial com produto interno e vy € V. A partir
de vy, podemos definir um funcional linear f,, : V — K, como segue:

foo(v) = (v,00), Yo € V.

A linearidade de f,, é garantida pelas propriedades do produto interno.
Pergunta: Vale a reciproca? Isto é, dado um funcional linear f € V*, existe
um vetor vy € V, tal que f = f,,7

A seguinte proposicao mostra que a resposta a essa pergunta é sim.

Proposicao 14 Seja V um K—espaco vetorial com produto interno e de dimensdo finita
n>1. Se f € V* é um funcional linear sobre V', entao, existe um unico vg € V', tal que
f(v) = (v,v0), para todo v € V.

Demonstragao: Considere uma base ortonormal {vy,...,v,} de V] e seja
n
vy = E f(v))v;.
=1

Para cada k € {1,...,n}, temos

n n

oo (V) = (ko) = <vk,Zij)vj> = Zf(vj)@kavﬁ = > F ;) (g, vy).

Como (vg,vj) = dg; = { [1)’ 22 i ; Z , temos que Zf(vj)@k,vj) = f(vx), donde segue
7 ]:1

que fo,(vx) = f(o), Yk =1,...,n.

Como f e f,, coincidem nos elementos de uma base, segue que f = f,,, como queriamos.
Unicidade:

Sejam vy,v9 € V| tais que f = f,, = f,,. Entao, (v,v)
modo, (v,v; —ve) = 0, Yv € V, donde segue que vy — vy =
unicidade esta provada.

= (v,v2), Yv € V. Desse
0. Portanto, v1 = vy e a

O
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Teorema 13 Sejam V um K—espaco vetorial com produto interno e de dimensao finita,
eT : V. — V um operador linear sobre V. FEntao, existe um unico operador linear
T .V =V, tal que

(T'(u),v) = (u,T"(v)),

para quaisquer u,v € V.

Demonstracao: Dado um vetor v € V', considere a funcao f : V — K, dada por
f(v) = (T'(v),0), Yv € V. Observe que f é linear, pois dados vi,v, € V e ¢ € K, temos
que

f}z(l —)l— cvg) = (T(v1 + cvg),0) = (T'(v1) + ¢T(v),0) = (T(v1),0) + (T (v2),0) = f(v1) +

Pela proposigao 14, sabemos que existe um tnico vy € V', tal que f(v) = (v,vg), Yv € V|
isto é, tal que (T'(v),0) = (v, vg), Yv € V. Como vy é determinado de modo tinico por 0,
definimos T™*(0) = vy. Entdo, temos que

(T'(v),v) = (v, T*(v)), Vv € V.

Como o vetor © é arbitrario, segue que

(T'(v),w) = (v, T*(w)), Yov,weV.

Afirmacao: T ¢ linear.

De fato, dados u,vy,v9 € V e ¢ € K, temos

(u, T*(vy + cvg)) =

Definicao 13 O operador linear T dado no teorema anterior é chamado de adjunto de

T.
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Exemplo

Considere no C—espago vetorial V = M,,,,,(C) o produto interno dado por

(A, B) =tr(B*A),

onde B* = ET.

Dada uma matriz M € V, defina o operador linear Ty, : V — V| por
Tyu(A) = MA.
Queremos descrever o operador linear (7))*. Para tanto, calculemos:
(Tvi(A),B) = (MA,B) =tr(B*(MA)) =tr((B"M)A) =tr(M*B)*A) = (A, M*B).
Como (T (A), B) = (A, M*B), para todo A € V, temos, pela unicidade do adjunto, que

(Tw)*(B) = M*B.
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Proposicao 15 Seja V' um K—espacgo vetorial com produto interno. Sejam T, S opera-
dores lineares sobre V' que admitem adjuntos T e S*, respectivamente, e ¢ € K. Entao,

a) T+ S admite adjunto e (T + S)* =T* + S*.

b) T admite adjunto e (¢T')* = ¢T™.

c) T oS admite adjunto e (T' 0 S)* = S* o T*.

d) T* admite adjunto e (T*)* =T.
Demonstracao: a) Dados u,v € V, temos

(T+9)(w),v) = (T(u)+ S(u),v)

{

(T'(u),v) + (S(u),v)
= (u, T*(v)) + (u, 57(v))

{u, (T + 57)(v)).

Como a igualdade dada acima vale para todos os vetores u,v € V', segue que T'+ S admite
adjunto e (T4 S)* =T* + S*.

b) Para u,v € V, temos

(D) (w),v) = {T'(u),v) = c(u, T"(v)) = (u, T (v)) = (u, (€T7)(v))

e, portanto, ¢I" admite adjunto e (¢1')* = ¢T™.

c) Para u,v € V, temos

((T0 S)(u),v) = (T(S(w)),v) = (S(u), T"(v)) = {u, S*(T"(v))) = {u, (5" o T")(v)).
Logo, T' o S admite adjunto e (T'0 S)* = S* o T™.

d) Para u,v € V, temos

(T (u),v) = (v, T*(u)) = (T(v),u) = (u, T(v)).

Portanto, T* admite adjunto e (7*)* = T.

Quando o espaco vetorial V' tem dimensao finita, vimos, acima, que qualquer operador
linear T € L(V,V) admite adjunto 7*. Nem sempre é facil descrever 7%, a partir de
sua definicao. Para essa descrigao, utilizamos, muitas vezes, as matrizes de T e T™ com
relacao a uma base ortonormal fixada.
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Proposicao 16 Seja V um K—espaco vetorial com produto interno e de dimensao finita.
Sejam B = {vy,...,v,} uma base ortonormal de V e T € L(V,V) um operador linear
sobre V. Entao, [T|g = (a;j)i;, onde a;; = (T'(v;),v;), Yi,j=1,...,n.

Demonstragao: Segue da defini¢ao de [Tz, que

n

T(v;) = Z%’Ui, paracada j=1,...,n. (29)

=1

Por outro lado, como B é uma base ortonormal, segue que, para todo v € V|

n

v = Z(U,U¢>U¢-

i=1
Em particular, temos que

n

T(vj) = Z(T(vj),vi>vi, paracada j=1,...,n. (30)

i=1

Comparando-se as equagoes (29) e (30) ( que nos ddo ambas as coordenadas de T'(v;) em

termos da base B), concluimos que a;; = (T'(v;),v;), para todo ¢, =1,...,n.
]

Podemos agora mostrar um resultado que é bastante 1itil ao se calcular o
operador T™.

Teorema 14 Seja V um K—espago vetorial com produto interno de dimensao finita, e
seja T € L(V, V). Em rela¢io a qualquer base ortonormal de V', a matriz de T* é igual a

*

transposta conjugada da matriz de T'. Isto €, [T*|g = [T]%.

Demonstracgao:

Seja B = {vy,...,v,} uma base ortonormal do espago V, e considere [T|z = (a;;);; €
[T*]g = (c4j),; as matrizes dos operadores lineares 7' e T, respectivamente, com relacao
a base B. Segue da proposicao 16, que a;; = (T'(v;),v;) e ¢;;j = (T"(v;), v;) para todos
1,7 = 1...,n. Usando-se a definicao de T™ e as propriedades do produto interno, segue
que

cij = (T"(v), vi) = {0, T*(v3)) = (T(v:), v5) = @5
Portanto, [Tz = [T
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Exercicios

. Seja V o C—espaco vetorial C2, com o produto interno canonico. Seja T um operador

linear definido por 7°(1,0) = (1, -2), 7(0,1) = (i, —1). Sev = (z,y) € V, determine
T™v.

. Seja T o operador linear sobre C?, definido por T'(1,0) = (1 +4,2), T(0,1) = (i,4).

Usando o produto interno canonico, determine a matriz de 7™ na base canonica de
C?. T comuta com T*?

. Seja V um K—espaco vetorial de dimensao finita, com produto interno, e seja T' um

operador linear sobre V. Se T' é invertivel, mostre que T* é invertivel e que

(T*>—1 — (T_l)*.

. Seja V = M,,4,(C) como espago vetorial sobre C, com o produto interno (A, B) =

traco(AB*), onde B* denota a transposta da conjugada da matriz B. Seja P uma
matriz invertivel fixa em V', e seja Tp : V. — V o operador linear definido por
Tp(A) = P~1AP. Determine o adjunto de Tp.

. Seja V um K—espago vetorial com produto interno, e sejam u,w vetores fixos em

V. Mostre que T'(v) = (v,u)w define um operador linear sobre V. Mostre que T
tem um adjunto e determine o adjunto 7™ de T
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Aula 3 - Operadores Auto-Adjuntos

Objetivos

1. Explicitar o conceito de operador autoadjunto sobre um K-espago vetorial com pro-
duto interno.

2. Verificar se um operador linear sobre um K-espaco vetorial com produto interno é
autoadjunto.

Uma importante classe de operadores lineares é formada pelos operadores que coincidem
com os respectivos adjuntos. Estudar tais operadores é o principal objetivo desta aula.

Defini¢ao 14 Seja V' um K—espago vetorial com produto interno, e seja T € L(V,V)
um operador linear sobre V. Dizemos que T é autoadjunto, se T* =T. No caso em que
K = C, usamos também o termo hermitiano, e, no caso em que K =R, usamos também
o termo simétrico.

Definig¢ao 15 Seja A = (a;;) uma matriz n x n, com entradas a;; pertencentes ao corpo

K, onde K =R ou C. Dizemos que A € autoadjunta se A* = A, onde A* = A" denota a
matriz transposta da conjugada de A. Se K =R, dizemos que A é simétrica. Se K = C,
dizemos que A € hermitiana.
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Teorema 15 Sejam V' um K—espaco vetorial com produto interno e de dimensao finita
eT € L(V,V). As sequintes afirmagoes sao equivalentes:

a) T ¢ autoadjunto.

b) mg = [T, para toda base ortonormal B de V.

c) Eziste uma base ortonormal B de V| tal que mg = [T]5.

Demonstracao:

Seja B uma base ortonormal de V. Pelo teorema 14, temos que [T*]p = mz Assumindo

—
T autoadjunto, segue que [Tz = [T]g, 0 que prova a implicacdo a) = b).

¢) = a). Suponha que existe uma base ortonormal B de V' tal que mg = [T]s. Entao,

novamente pelo teorema 14, temos que [T*|z = [T e, portanto, T' é autoadjunto.
U

Corolario 15.1 Sejam V um K—espaco vetorial e B uma base ortonormal de V. Se T
for um operador linear autoadjunto em V e, se [T|g = (a;;);, entao, a;; = aj. Em
particular, os elementos da diagonal de [T|g sdo nimeros reais.

Exemplo

Considere V = C? como espaco vetorial sobre C, e considere em V o produto interno
usual. Seja T : V' — V o operador linear dado por

T(z,w)=2z4+ (1+i)w, (1 —i)z+3w), VzweV.

Se considerarmos a base candnica B = {(1,0), (0,1)} de V, temos que

T(1,0) = (2,1 — i) = 2(1,0) + (1 — 9)(0, 1)
T(0,1) = (1+4,3) = (1 44)(1,0) + 3(0, 1)

Isso implica que
B 2 140\ =T

e, portanto, 7' é um operador linear autoadjunto.
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Lema 2 Sejam V' um C—espaco vetorial com produto interno, e T € L(V, V') um operador
linear sobre V. As sequintes afirmacgoes sao equivalentes:

a) T'=0.
b) (T(u),u) =0, Yu e V.
c) (T'(u),v) =0, Vu,v e V.

Demonstracao: Que a) = b) é claro.

b) = ¢). Sejam u,v € V e ¢,d € C, e considere w = du + cv € V. Entao,
0=(T(w),w)y = (T(du+ cv), du_—i— cv)
= |_d\2<T(u),u> + de(T(v), u) + de(T(u),v) + |c|*(T(v), v)
= dce(T(v),u) + de(T(u), v).

Como a igualdade acima vale para todos ¢,d € C, escolhendo-se ¢ = d = 1, temos que
(T'(v),u) + (T'(u),v) = 0. Por outro lado, escolhendo-se d = i e ¢ = 1, temos que
—i(T'(v),u) +i(T(u),v) = 0. Resolvendo-se o sistema

(T'(v),u) +(T(u),v) =0

—i(T(v),u) +i(T(u),v) =0,

temos que (T'(u),v) = 0, e segue o resultado.

¢) = a). Como (T'(u),v) = 0, Yu,v € V, podemos escolher v = T'(u) e teremos
(T'(u), T(u)) =0, Yu € V. Decorre da defini¢ao de produto interno que T'(u) = 0, Yu € V.
U

Observacao

A equivaléncia, acima, nao é verdadeira, se considerarmos espagcos vetoriais sobre R. Na
verdade, a equivaléncia das condigoes a) e ¢) continua valendo assim como a implicagao
¢) = b). O que nao é verdade é a implicagdo b) = ¢), como nos mostra o seguinte
exemplo:

Considere T : R? — R?, o operador linear dado por T'(x,y) = (—y,z). Considerando em
R? o produto interno canonico, temos

<T(ZL‘,:I/), ($7y)> = <(_y7x)a ($7y)> =—yr+rYy = 07 \V/(ZE,y> S RQ'
Portanto, (T'(u),u) = 0, Yu € R? mas existe v € R?, tal que (T'(u),v) # 0.
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Proposicao 17 Sejam V' um C—espago vetorial com produto interno e T € L(V, V).
Entao, T é um operador hermitiano, se, e somente se, (T'(v),v) € R, Yo € V.

Demonstracao:
Suponha que T é hermitiano. Entao, T'=T" e, para cada v € V', temos

(T'(v),v) = (v, T*(v)) = (v, T(v)) = (T(v),v).

Porém, isso significa que (T'(v),v) € R.
Reciprocamente, suponha que (T'(v),v) € R, Vv € V. Entéo,

(T'(v),v) = (T(v),v) = (v, T*(v)) = (T"(v),v).

Portanto, (T'(v) — T*(v),v) = 0, Yo € V. Desse modo, segue do lema 2, que
T(v) =T*(v), Vv € V, como queriamos.

O
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Exercicios

1. Seja V um K—espaco vetorial de dimensao finita e com produto interno. Seja ' um
operador linear idempotente sobre V, isto é, E? = E. Prove que E é autoadjunto,
se, e somente se, KE* = E*E.

2. Seja V um espaco vetorial complexo de dimensao finita e com produto interno, e
seja T" um operador linear sobre V. Prove que 1" é autoadjunto, se, e somente se,
(T'(v),v) é real, para todo v € V.

3. Mostre que a composta de dois operadores autoadjuntos ¢ autoadjunto, se, e somente
se, os dois operadores comutam.

4. Seja V um espago vetorial sobre K com produto interno, e seja T" um operador linear
sobre V. Mostre que

1 1
T'==(T+T" To=—(T-T"
sao operadores autoadjuntos.
5. Seja V' = Cs[x] o C—espago vetorial dos polinémios com coeficientes complexos de
grau menor ou igual a 3, munido do produto interno

(f. ) = / FOFDd,  f(x),gz) € V.

Verifique se o operador derivacao D : V — V ¢é autoadjunto.

6. Considere V' = Myyo(R), munido do produto interno (A, B) = tr(BTA). Sejam
M = ( _11 8 €V,eT:V — V ooperador linear dado por T(A) = MA— AM.

Determine T* e verifique se T' é autoadjunto.
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Aula 4 - Operadores Normais

Objetivos

1. Explicitar o conceito de operador normal sobre um K-espaco vetorial com produto
interno.

2. Verificar se um operador linear sobre um K-espaco vetorial com produto interno é
normal.

3. Verificar que todo operador normal, sobre um espago vetorial complexo de dimensao
finita n e com produto interno, possui n autovetores ortonormais.

4. Determinar uma base ortonormal de autovetores de um operador normal sobre um
espago vetorial complexo de dimensao finita e com produto interno.

5. Provar varias propriedades relacionadas com o conceito de operador normal.

Seja V um K—espaco vetorial com produto interno e dimensao finita n > 1. O principal
objetivo desta aula é solucionar o seguinte problema: se T' é um operador linear sobre
V', sob quais condigoes V' tem uma base ortonormal, formada por autovetores de 77 Em
outras palavras, quando existe uma base ortonormal de V', relativamente a qual a matriz
de T é diagonal?

Devemos comecar obtendo algumas condi¢oes necessarias sobre T', que mostraremos, pos-
teriormente, que sao suficientes.

Suponha que exista uma base ortonormal B = {vy,...,v,} de V, cujos elementos sdo
autovetores de T', isto é, existem escalares ¢; € K, i € {1,...,n}, tais que

T(v;) = v, Yie{l,...,n}.

Isso significa que a matriz de T, em relacao a base B, é a matriz diagonal com entradas
diagonais ¢y, ..., c,, isto é,
[T]B = diag(clv s 7cn>'

Como a base B é ortonormal, temos que o operador adjunto 7™ é representado, na mesma
base B, pela matriz transposta conjugada, isto é,

[T*]B = diag(éh s 7En)
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Se K =R, entdao, ¢; = ¢, Yi=1,...,ne [T|g = [T*]s, isto é, T é autoadjunto. Se
K = C, entao, T nao é necessariamente autoadjunto, mas vale a relacao

[T15[T"]5 = [T"]5[1 8,

isto é, T' comuta com o seu adjunto 7.

Pergunta: A reciproca desse resultado é verdadeira? Isto é, se 7' é um operador
linear sobre V, tal que T'oT™ =T* o T, entao, existe uma base ortonormal de /
formada por autovetores de 177

Definicao 16 Seja V um K—espago vetorial com produto interno, e seja T um operador
linear sobre V. Dizemos que T' é normal, se existir T* e se T oT* =T*oT.

Proposicao 18 Sejam V um K—espago vetorial com produto interno e T € L(V, V) um
operador normal. Entao,

a) |T(v)| =|T*(v)|, Vv e V.
b) Se T'(v) = cv, para c € K e v € V, entdo, T*(v) = cv.
c) Se T(v1) = ciuy e T(vg) = covg, para vi,v9 € V e c1,c0 € K, com ¢; # ¢, entao,

<U1, UQ) = 0.
Demonstracao:
a) Seja v € V. Entao,

(T(v),T()) = (v, (T" o T)(v)) = (v, (T o T)(v)) = (T o T*)(v),v).
Como (T'(v),T(v)) é um nimero real, segue que
(ToT*)(v),v) = (T o T)(v), v) = (T"(v), T"(v)).
Portanto, |T'(v)| = |T*(v)|, como querfamos.

b) Se T'(v) = cv, entdo, (T — cId)(v) = 0. Logo, |(T — ¢Id)(v)| = 0. Usando o item a),
concluimos que |(T'—cld)*(v)| = 0. Entao, (T'—cld)(v) = 0 e, portanto, T*(v) = cv.

c) Observe que
(T'(v1),v9) = (v1, T"(v2)) = (v1, Cava) = (v, Va).
Por outro lado,
(T'(v1),v9) = (101, v2) = ¢1{v1, Va).
Dai segue que ¢;(vq, v) = ca{vy, v9) €, portanto, (¢; — ca)(vy,v2) = 0. Como ¢; # ¢,
segue que (vq,v9) = 0.

g
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Teorema 16 Seja V um K—espacgo vetorial de dimensao finita com produto interno. Se
T ¢ um operador linear autoadjunto sobre V', entao, T possui um autovetor.

Demonstragao:
Suponha que dimgV = n, e seja T € L(V,V) um operador autoadjunto. Sejam B uma

base ortonormal de V' e A = [T]z. Como T = T*, temos que A = A" Se K = C, entao,
pr(z) tem raizes que s@o os autovalores de T' e o resultado esté provado.

Suponha que K = R, e considere W = M,,,1(C) com o produto interno
(X,V)=Y X
e S: W — W, o operador linear dado por S(X) = AX. Sabemos que
S*(X)=A'X = AX
e, portanto, S ¢é autoadjunto.

Por outro lado, nao ¢ dificil ver que pr(x) = pg(x). Seja ¢ uma raiz de pg(x). Como W
é um espaco vetorial sobre C, segue que ¢ é um autovalor de S. Vamos mostrar que c é
um numero real.

De fato, se v # 0 é um autovetor associado ao autovalor ¢, entao,
(S(v),v) = (cv,v) = c{v,v)
e, por outro lado,
(S(v),v) = (v,S*(v)) = (v,S(v)) = (v, cv) = ¢(v,v).

Portanto, ¢(v,v) = ¢(v,v) e, entdo, (¢ —¢){v,v) = 0. Como (v,v) # 0, segue que ¢ =¢ e
ceR.

Desse modo, temos que ¢ é uma raiz real de pr(x) e, consequentemente, ¢ é um autovalor
de T', como queriamos.

g
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Teorema 17 Seja V' um K—espaco vetorial de dimensdo finita n > 1 e com produto
interno. Sel' :' V. — V' é um operador linear autoadjunto, existe uma base ortonormal de
V', consistindo de autovetores de T.

Demonstracao:
A prova é feita por indugao sobre n.

Se n = 1, o teorema vale trivialmente.

Suponha que n > 1 e que o resultado vale para todo espaco vetorial de dimensao n — 1.

Como T ¢é autoadjunto, existe um autovetor nao nulo v; de T, associado a um autovalor

A € K. Seja W o espaco gerado por vy, e seja u; um vetor unitario em W. Por exemplo,
. o

seja uy = o

Como v; é um autovetor de T e T = T*, temos que T(W) C W e que T(W=) C W+, pois

1. Dado v € T(W), temos que v = T'(cyv1), para algum ¢; € K. Entao,

v=0c1T(v1) = g \vy = (1 A1), o que implica que v € W = [vy].

2. Dado z € T(W1), temos que z = T(v), para algum v € W+. Entdo, para todo
w € W, temos que

(z,w) = (T'(v),w) = (v, T*(w)) = (v, T(w)) =0, o que implica que T(W=*) c W+,

Assim, a restricio T' = Tlwe : WE — Wt de T a W+ é um operador autoadjunto.
Sabemos que V = W @ W+, Portanto, dimgW+ = n — 1, pois dimgW = 1. Por

inducao, existe uma base ortonormal {usy,...,u,} de W=, consistindo de autovetores de
T e, portanto, de T. Mas, (u1,u;) = 0, para todo j € {2,...,n}, pois u; € W+. De
acordo com isso, temos que {uy, us, ..., u,} é um conjunto ortonormal de autovetores de
T.

O
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Seja V' um espago vetorial complexo, de dimensao finita e com produto interno. No
teorema, a seguir, mostramos que todo operador normal T, sobre V, é diagonalizavel e V'
possui uma base ortonormal de autovetores de T

Teorema 18 Sejam V' um C—espacgo vetorial com produto interno e de dimensao finita,
e T um operador linear sobre V. FEntao, T é um operador normal, se, e somente se,
existir uma base ortonormal de V' cujos vetores sao autovetores de T'.

Demonstragao:

Seja v; € V um autovetor de T'. Sem perda de generalidade, podemos supor que |v;| = 1
(vy existe, pois V' é um espago vetorial complexo). Seja W = [v1] o subespago gerado por
v1. Entao, T(W) C W, isto é, W é invariante por T

Pelo item b) da proposic¢ao 18, temos que vy, também, é autovetor de T* e, portanto, W
é invariante por T*. Como T*(W) C W, segue que T(W+) c W.

A restricao de T a W+ é um operador normal. Usando o mesmo argumento de inducao
do teorema 17, mostra-se que existe uma base ortonormal de autovetores. A reciproca foi
mostrada no inicio desta secao.

O

122



unidade 4

Exercicios

1. Seja V um K—espago vetorial com produto interno, e seja 7" um operador linear
sobre V. Prove que

(a) Se T é autoadjunto, entdo, 7" é normal.

(b) Se T' é normal, entdo, ¢T' é normal, para todo ¢ € K.

2. Para cada uma das seguintes matrizes reais simétricas A, determine uma matriz
ortogonal P, tal que PT AP ¢ diagonal.

11 1 2 cosf  senf
A_(l 1)’ A_<2 1)’ A_(senﬁ —COSH)'
3. Seja V = C?, com o produto interno canonico. Seja T um operador linear sobre V,
que é representado na base canonica pela matriz

Mostre que T' é normal e determine uma base ortonormal de V', consistindo de
autovetores de T'.

4. Prove que um operador linear T' é normal, se, e somente se, T" = T} + 115, onde T}
e T, sao operadores autoadjuntos que comutam.

5. Se dois operadores normais comutam, prove que sua composta é normal.
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Aula 5 - Operadores Unitarios

Objetivos

1. Explicitar o conceito de operador unitario sobre um K-espaco vetorial com produto
interno.

2. Verificar se um operador linear sobre um K-espaco vetorial com produto interno é
unitario.

3. Provar varias propriedades relacionadas com o conceito de operador unitario sobre
um K-espaco vetorial com produto interno, onde K =R ou K = C.

Seja V' um K—espago vetorial com produto interno ( , ), onde K = R ou C. Seja 7" um
operador linear sobre V. Dizemos que T é unitario, se for um isomorfismo que preserva o
produto interno de V, isto ¢, T' é um operador linear bijetivo em V e

(T'(u), T(v)) = (u,v), Yu,v € V.

Teorema 19 Seja T € L(V,V) um operador linear sobre V', onde V € um K—espago
vetorial com produto interno. Entdao, T € unitdrio, se, e somente se, o adjunto T™ existe
eToT*=T*oT = Id.

Demonstragao: Suponha que 7" é unitario. Entao, T" possui inversa e, como T preserva
o produto interno, temos que

(T(u),v) = (T(u), (T o T™H)(v)) = (T(u), T(T"'(v))) = (v, T~ (v)), Yu,v €V

onde, na ultima igualdade, usamos que 1" preserva o produto interno.

A expressao, acima, nos diz que o adjunto de T existe e que 7% = T1.

Reciprocamente, suponha que T™ existe e que T* oT' = T o T* = Id. Entao, T possui
inversa e T—! = T*. Falta mostrar que T preserva produto interno. De fato,

(T'(u), T(v)) = (u, (T" 0 T)(v)) = (u, Id(v)) = (u,v),

para todos u,v € V', e o resultado esta provado.

124



unidade 4

Observacao

Observe que todo operador unitario é normal e, portanto, todo operador unitario sobre
um espago vetorial complexo é diagonalizavel.

Definicao 17  a) Seja A € M,,x,,(C). Dizemos que A é unitdria, se A*A = AA* =1,
onde A* = A" éa transposta da conjugada de A e I € a matriz identidade de ordem
n.

b) Seja A € M,,xn(R). Dizemos que A € ortogonal, se AAT = ATA = 1, onde AT

denota a transposta da matriz A.

Teorema 20 Seja V um K—espago vetorial n—dimensional, com produto interno, e seja
T um operador linear sobre V. Entao, T € unitdrio, se, e somente se, a matriz de T, em
alguma (ou qualquer) base ortonormal ordenada de V', € uma matriz unitdria.

Demonstragao:
Se B é uma base ortonormal ordenada de V e A é a matriz de T relativa a B, entao,

A*A =1, se, e somente se, T*T = I. O resultado agora segue do teorema 19.
O
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Exercicios

1. Seja V' o espaco vetorial das matrizes n X n complexas, com produto interno
(A, B) = tr(B*A). Para cada M € V, seja Ty o operador linear sobre V', definido
por Ty;(A) = MA. Mostre que Ty é unitario, se, e somente se, M é uma matriz
unitaria.

2. Sejam Ty, Ty € L(V, V) operadores lineares num K—espago vetorial V' com produto
interno. Prove que

(a) Se T e Ty sao unitérios, entao, 1) o Ty também é unitario.
(b) Se Ty é unitério, entdo, T} ' também é unitdrio.

3. Seja V = R?, com o produto interno candnico. Se T é um operador unitério so-
bre V, mostre que a matriz de T, na base canonica ordenada, é A ou B, onde

A cosf) —senf 0 B — cosf  senf
~ \ senf cosf ~ \ senf —cosf )’
para algum 6 € [0, 27]. Seja Ty o operador linear correspondente a primeira matriz,
isto é, Ty é a rotacao pelo angulo . Agora, convenga-se de que qualquer operador

unitario sobre V' é uma rotacao, ou uma reflexao, em torno do eixo x, seguida por
uma rotacao.

(a) Determine Ty o Ty.
(b) Mostre que Ty =T_,.

4. Seja V um K—espago vetorial n—dimensional com produto interno, e seja W um
subespaco vetorial de V. Entdo, V = W@W, isto ¢, cada vetor v € V é unicamente
expresso na forma v = w + u, onde w € W e u € W+. Defina um operador linear
T:V —V,por T(v) =w — u. Prove que T é autoadjunto e unitario.
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PRA FINAL DE CONVERSA...

Voceé estudou, ao longo desses 60 dias, a disciplina Algebra Linear, que lhe dara suporte
para a continuidade do curso. Contudo, nao queremos que nosso didlogo se encerre aqui.
Sempre que vocé sentir necessidade, busque com os tutores presenciais, a distancia e
coordenadores de polos uma alternativa para sanar suas duvidas.

Lembre-se de que, além dos sujeitos envolvidos no seu processo de aprendizagem, a apos-
tila é um recurso imediato e esta ao seu alcance, quando necessario.

Esperamos que esta apostila lhe tenha sido proveitosa e agradavel. Procuramos escre-
vé-la da melhor maneira possivel, com muito carinho e com o objetivo de facilitar o
seu entendimento, sem perder a qualidade. Tratamos, aqui, de assuntos essenciais para
sua formacao académica e que lhe darao suporte para compreender novas disciplinas que
surgirao, no decorrer do curso de pos-graduacgao. Desejamos que vocé prossiga com seus
estudos, que obtenha éxito e paixao para continuar sempre!

Atenciosamente,

Os Autores.
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