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Prefacio

O estudo do comportamento assintotico de sistemas dissipativos é um ramo fértil
para a pesquisa em Equacoes Diferenciais Parciais - EDP. Nesse sentido, algumas
técnicas analiticas para obter o decaimento foram utilizadas por varios autores,
sempre adequadas aos problemas em questao. Por exemplo, o método de Kormonik
( ver V. Kormonik [06] ), método de Nakau ( ver M. Nakao [09] ) e o método de
Energia ( ver J. Rivera [13] ).

Nosso objetivo neste trabalho é utilizar um método recentemente introduzido na
literatura ( ver Z. Liu e S. Zheng [08] ) e que se aplica a uma variedade de proble-
mas dissipativos. Esse método, poderoso e simples, é diferente dos demais métodos
atualmentes utilizados e consiste em explorar as propriedades dissipativas do Semi-
grupo associado ao sistema.

Para motivar a aplicabilidade do método, consideremos o modelo matematico que
descreve as pequenas vibragoes verticais de uma corda de comprimento finito L e
presa nas extremidades.

Suponhamos que, em estado de equilibrio, a corda repouse sobre o eixo dos = e
cada elemento da corda se desloque perpendicular a esse eixo. Representamos por
u(z,t) o deslocamento de cada ponto x € (0, L) da corda no instante ¢ > 0, a partir
de sua posigao de equilibrio.

Nessa condigao, temos o seguinte modelo:

Upp — Uz = 0, (x,t) € (0,L) x (0,00),
u(z,0) = wuo(z),
ug(z,0) = wui(z),
u(0,t) =u(L,t) = 0, t>0.

Multiplicando a equagao de onda por u; e integrando por partes em (0, L), é facil
deduzir a energia total desse modelo, a qual denotamos por E(t), onde a primeira
parcela é a energia cinética e a segunda parcela é a energia potencial

1 L
E(t):§/0 g |* + |uz|? de.

11



12

Agora, observamos que a equacio de onda acima descrita ¢ um modelo conserva-
tivo, isto é, a energia total E(t) é constante. Acontece que em situacdo real, esse
modelo se estabiliza em razao de diversos fatores, tais como: o atrito, a viscosidade,
a diferenca de temperatura entre o meio ambiente e o material, etc.

Ao longo do tempo, diversos autores introduziram diferentes tipos de mecanismos
de dissipacao para estabilizar as oscilagoes. Nesse sentido, temos a dissipacao provo-
cada pelo atrito representado por au;, onde o ¢ uma constante real positiva ( ver E.
Zuazua e A. Haraux [22] ). Observamos que nesse caso o atrito au; atua uniforme
em todo o material; entretanto, constitui-se um problema interessante considerar-
mos a dissipacdo localmente distribuida, isto é, a dissipac¢ao do tipo a(x)u; ( ver
E. Zuazua [21] ). Quando a dissipagdo ocorre em razao da troca de temperatura
entre o material e o meio ambiente, temos o sistema termoelastico ( ver J. Rivera
[13] ). Ha ainda a possibilidade do material constitutivo possuir a propriedade de
recuperar sua posicao inicial em razao da viscosidade; nesse caso, a dissipagao é do
tipo memoria ( ver J. Rivera [02] ).

Outro modelo interessante, muito utilizado em estruturas mecanicas, é o sistema
acoplado de ondas conhecido como vigas de Timoshenko. Para esse modelo, iremos
considerar o caso em que o atrito atua de modo natural tanto no dngulo de rotagao
dos filamentos quanto nas vibragoes transversais da viga ( ver C. A. Raposo [12] ).
Também analizaremos a situagao com dissipagao localizada.

Para sistemas dissipativos, estamos interessados em obter uma estimativa para o
funcional de energia, E(t), do seguinte tipo:

E(t) < CE(0)e ™, Vt>0,
ou, equivalentemente, estabelecer a estabilidade exponencial
IS(t)|| < Ce™™*, Wt >0,

do Semigrupo dissipativo S(t) gerado pelo sistema.

Neste trabalho, estudaremos a existéncia, unicidade e estabilidade de solugao, atra-
vés da teoria de semigrupos. Utilizaremos a notagao usual dos espagos de Sobolev
( ver R. A. Adams [01] ). Esperamos que, ao final, o leitor tenha compreendido o
método e possa aplicéd-lo com sucesso a outros sistemas dissipativos em EDP.

Sao Joao del-Rei, 17 de abril de 2007.

Carlos Alberto Raposo da Cunha



Capitulo 1

Semigrupos

1.1 Aspectos Basicos

A exponencial ¢4, onde A é um nimero real e t uma variavel real, ¢ definida pela
férmula

et = i (A" (1.1.1)

n!

n=0

A série que figura no segundo membro da equacao anterior converge para todos os
valores reais de t e define uma fungao em R.

Sem dificuldade alguma, mostra-se que essa defini¢cdo se estende ao caso em que
A é um operador linear limitado de um Espago de Banach X.

Nesse caso, a série que aparece em (1.1.1) converge na topologia uniforme de £(X) =
dlgebra dos operadores lineares limitados de X e, portanto, para cada t € R, sua
soma é um operador limitado desse espago.

Problema bastante delicado, porém, é definir a " fungao exponencial" quando A
é nao limitado. Uma das razoes de interesse em tal fungao é que, formalmente, ela
é solucao do seguinte problema de Cauchy:

Dado um operador linear nao-limitado A, de um Espaco de Banach X, determinar
uma fungdo U(t) = /AUy, definida em RT, com dominio D(A) e que satisfaca as
seguintes equagoes

U, — AU =0,
U(0) = U,.

Nesse sentido, temos a seguinte defini¢ao:

13



14 Semigrupos

Definigao 1.1. Seja L(X) a dlgebra dos operadores lineares limitados de um
espaco de Banach X. Dizemos que uma aplicagio S : RY — L(X) é um semigrupo
de operadores lineares limitados de X, quando:

1. S(0) = I, onde I é o operador identidade de X,
2. S(t+s) = S(t)S(s), para todo s,t € RT.
Dizemos que o semigupo S é de classe Cy se

lir(gl+ [|(S(t) — Iz|| =0, Vz € X.

t
Dizemos que o semigrupo S é de contragao, quando ||S|| < 1.
Definicao 1.2. O operador A : D(A) — X, definido por
S(h)—1
A(z) = lim Lx, para todo x € D(A),
h—0 h
onde D(A), o dominio de A, € dado por:
S(h) -1
D(A) = {x € X : existe o limite lim %x },

h—0

€ dito o gerador infinitesimal do semigrupo S.

Quando A é o gerador infinitesimal de um Cy—semigrupo S, denotamos S = e“*.

Temos a seguinte propriedade:

Propriedade 1.1. O conjunto D(A) € um subespago vetorial de X e A € um
operador linear.

Demonstra¢ao. Conseqiiéncia imediata da Defini¢ao 1.2. O
Uma estimativa para o Co—semigrupo S(¢) é dada pela propriedade abaixo:
Propriedade 1.2. Eziste M > 1 tal que

[[S(t)|| < M e“" para todo t > 0 sendo w uma constante positiva.

Demonstragao. Existe 6 > 0 tal que |[S(t)|| é limitada em [0,0], posto que, do
contrario, existiria uma seqiiéncia t, — 07, tal que ||S(¢,)|| > n para todo n € N e
do teorema da limitagao uniforme existiria ao menos um z € X tal que ||S(t,) z|| >
n e isso contraria a definicdo de S(¢) ser um Cp— semigrupo. Logo, |[S(¢)|| < M
para todo ¢ € [0, 4] e como |[S(0)|| = 1, segue que M > 1. Agora, note que, dado
t > 0 pelo algoritimo de Euclides, existe n € N tal que t = nd +r, onde 0 < r < 4.
Temos entao,

IS

[1S(nd +r)l|
[IS(na)[H{[S(r)Il-
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Utilizando a propriedade de semigrupo S(t + s) = S(¢)S(s), temos que

IS@I| IS)I™ [IS(r)l
< M"M.

Observamos que t = nd + r implica que n < % e, portanto,

t t 1
IS®)| < MsM=es™MM = Me™, onde w:glnM.

Consideremos agora a seguinte propriedade:

Propriedade 1.3. Seja A o gerador infinitesimal de um Co—semigrupo S(t). Se
x € D(A) entao:

(i) S'(t)x = AS(t)x,

(ii) S(t)x € C°(]0,00) : D(A)) N C*([0,00) : X)
Demonstragao. Prova de (i): Para z € D(A), temos por um lado,

: _ S(t+h)z—S(t)x

8.+ = i, h
B . Sth)z—x B
= S(t) hlg{')l+ — = S(t) Az = AS(t)x,

e, por outro lado,

5-) = hlgng —h
— tim S(t—h)x—S(t—h+h)x
h—0+ —h
. . Sh)z—=z
= 1 S(t—~h) 1
g, S =h) fim ==

= S(t) Az = AS(t)zx,
de onde segue S'(t)z = AS(t)z.
Prova de (ii): E facil ver que as aplicacdes

t — S(t)z € C°([0,00) : X)

t — S (t)z € C°([0,00) : X),

logo
t — S(t)x € C*([0,0) : X).
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Note que S(t)x € D(A) e, portanto, S(t)x € C°([0,00) : D(A)), logo,
S(t)z € C°([0,00) : D(A)) N C([0,00) : X).

Consideremos agora a seguinte propriedade sobre o gerador infinitesimal.

Propriedade 1.4. Se Si(t) e Sa(t) possuem o mesmo gerador infinitesimal A,
entdo S1(t) = Sa(t).

Demonstrag¢ao. Consideremos a fungao F(s) = Si(t — s)S2(s). Entao,

F(s) = —ASi(t—s)Sa(s)+ Si(t—s)ASa(s)
= —Sl(t—S)ASQ(S)—|—Sl(t—8)ASQ(S):0,

logo F'(s) é uma funcdo constante. Agora observamos que

F0) = Si(8)S5(0) = S1(t)
F(t) = 8$1(0)Sz2(s) = S2(2),

de onde segue Sy (t) = Sa(¥). O

Observe que usando a linguagem de semigrupo, definindo U(t) = S(¢)Up, segue da
Propriedade 1.3 que U (t) = AU(t) e que U(0) = Uy logo U(t) = S(t)Uy é solucao
do problema de Cauchy

Ut - AU = 0,
(1.1.2)

U(0) = Uy,

e, além disso, esta solugdo satisfaz U € C°([0,00) : D(A)) N C1([0,00) : X).

Observamos também que, da Propriedade 1.4, sendo A o gerador infinitesimal de
S(t), podemos afirmar que U(t) = S(¢)Uj é a tnica solugdo de (1.1.2).

E fundamental entender que, na tentativa de resolvermos o problema (1.1.2), a meta
é obtermos as condigoes necessarias e suficientes para que o operador linear A seja
gerador infinitesimal de um Co—semigrupo S(¢). Nesse sentido, iremos demonstrar,
nas proximas secoes, os importantes teoremas de Hille-Yousida e Lummer-Phillips.

1.2 Teorema de Hille-Yousida

Para simplificar a notagdo, vamos escrever A € G(M,w), para exprimir que A é o
gerador infinitesimal de um Cy—semigrupo, que satisfaz a condi¢ao

IIS(t)|| < Me*t, t > 0.
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Com esta notacao A é gerador infinitesimal de um semigrupo de contragoes
S(t) = e quando A € G(1,0).
Uma condi¢ao necessaria e suficiente para A € G(1,0) é dada pelo seguinte teorema:
Teorema 1.1. ( Hille- Yousida ) Um operador linear A sobre X satisfaz:
o A € fechado e densamente definido
oI M —A)"V A>0cel[(M—A)7Y| < 1 onde I € o operador identidade,
se, e somente se,
A é gerador infinitesimal de um Co-Semigrupo de contragées S(t).
Demonstracao. Para a primeira parte, faremos a demonstracao do seguinte modo:
(i) Seja R\, A) = (A — A)~L e Ay = MAR()\, A) = A2R(\, A) — M entdo

)\lim Ayvz = Azx.

(i) Seja Sy (t) = et4* entdo ||Sy(1)|| < 1.
(iii) limy— o0 Sx(t) z = S(t) x.

(iv) {S(¢)}+>0 € um Cp-semigrupo.

(v) A é gerador infinitesimal de {S(¢)}4>0.
Prova de (i):

RIMNAY M —A) = T
AR\, A) — AR\ A) = T
AR(M\A)—T = AR(MA)

1
IAR(A, A)z =2l < |IRO Al [|As]] < S [[Ax]l,

logo AR(A\,A)xz — o ¥V x € D(A) e por densidade V x € X, e portanto, para Az.

Prova de (ii)
Seja
S (t) = et Ax — gt NPR(NA) =ML
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ISA(D)]] = [ M ROATX| = oM [t RO

J!

67At|| Z (t>‘ R(/\’A))] H

0
o o\
tA?) 1
efktZ()") e MtAt 1

IN

Prova de (iii)

td
/ 7et(l—‘r)A“€tTA)\d7_
0 dT

! d
_ / 6tA#d7€tT(AA7AH)dT
0 T

1
= / et AnetT A=At (Ay — A,)dr
0

Sa(t) —Su(t) = /0 %S#(t(l —7))SA(tT)dr

1
— /0 S,(t(1—1))Sa(Tt)t(Ar — A,)dr.

Logo, [|Sa(t)x — S, (t)z|| < t||[Ax — A,|l e como Ay — A, (Sy) é convergente para
todo « € D(A) e por densidade para todo z € X, sendo essa convergéncia uni-
forme nos limitados de [0, T; portanto, pelo teorema de Banach-Stenhauss ( ver H.
Brézis[03] ) existe um operador linear S(¢) tal que Sy (t) — S(¢).

Prova de (iv)

S(0) = lim Sy(0) = lim e =1 portanto S(0) = I.

A—00 A—00

S(t+s) = lim e 4 = lim @4 lim e 4 = S(¢)S(s).

A—00 A—00 A—00

ISz —=|| < [IS(t)x — SA(t)x + SA(t)z — x|
< [IS(t)z = Sa(@)z[| + [[Sa(t)x — ]
= [[S(®)x = Sa(t)z|| + ||z — 2| — 0,
para A —ocoet — 0T,
Prova de (v)
ISx(t)Axz — S(t)Az|| = [|Sx(t)Arz — Sx(t) Az + Sx(t) Az — S(t) Az||
< |ISa@Il[[Axz — Az[| + [[Az|] ||Sx(t) — S(®)]],
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e fazendo A — oo segue que Sy (t)Axx — S(t)Az. Essa convergéncia sera usada logo
abaixo. Consideremos

d
aS)\(t).%‘ = A)\S)\(t)ai,

logo integrando em (0, t) segue que

t
S)\(t)l’ —x = / Sa(t)Axx dt,
0
e fazendo A — oo obtemos
t
Sa(t)x —x = / S(t) Az dt,
0

de onde segue

Sa(t)r — I
M = ,/ S(t)Axdt,
t t Jo
0 que implica
im 78,\(2?)3: —r Az.
t—0

Isso completa a demonstragao da primeira parte do teorema.

Para provarmos a reciproca, consideremos
1 h
xp = E/ S(t)zdt € D(A) e xp, — 2 quando h — 0 V z € X logo, D(A) = X.
0

Seja x, — r e Ax, — x em X, logo temos

d

£S(t)xl, = AS(t)z,,

integrando e passando o limite, obtemos

t—0+ t t—0t t

S(t)x — I
lim M: lim f/ S(t)xdt = x, logo Az =y.
0

A aplicacéo t — S(¢)x é continua e uniformemente limitada nos limitados de [0, T7;
portanto, a integral abaixo

R(\) = /OOO e MS(t)x dt,

estd bem definida e temos que

& -1 1 1
IR < H:r||/ eMdt= lim[me 45l = T VAS0. (123)
0

5§—00 A
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Logo, temos

M/ e MS()wdt = 1/ e MS(t)a dt — i/ e MS(t) dt,
h 0 h 0 h 0

e fazendo h — 0, segue que AR(A\)x = AR(A\)xz—=z, isto ¢, RA)(A—A)z =z, V x €
D(A).

Por outro lado, em D(A), R(A) e A comutam e, entao,

(A— ARz =z, ¥ z € D(A).

Finalmente, por densidade R(A)(A—A)z = (A—A)R(N)x ==z, V = € X e portanto
existe (A\I — A)~! e de (1.2.3), concluimos que

I = A) 7| <

>

1.3 Teorema de Lummer-Phillips

A seguir, apresentamos outra caracterizacao dos geradores infinitesimais dos semi-
grupos de contracoes, o teorema de Lummer-Phillips, o qual serd utilizado com
freqiiéncia nas proximas segdes para obtermos a existéncia e unicidade de solugao
para os modelos dissipativos que iremos estudar neste texto.

Para isto, iniciamos denotamos por X* o dual do espago de Banach X e por (-,-)
a dualidade entre X e X*. Agora, introduzimos o conjunto

F(z) = {z" € X*; (2", 2) = (&,2") = ||=[]* = []a"|*}

e observamos que, pelo teorema de Hahn-Banach ( ver R. A. Adams [01] ), F'(z) ¢é
nao-vazio.

Definicao 1.3. Dizemos que o operador linear A : X — X € dissipativo, quando
Re(Ax,z*) <0,

para todo x € D(A).

Lema 1.1. Um operador A € dissipativo se, e somente se

[|(AM — A)x|| > A|z||, para todo x € D(A), A > 0.
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Demonstragao. Se A ¢é dissipativo, entdo para todo A > 0, x € D(A) e x € F(x),
temos

e — Aal|[Jo]] > | — Az,a™)| = Re (A — Az,a*) = Alla]?,
de onde segue a primeira parte da demonstragao.

Reciprocamente, seja z € D(A) e suponha que A||z|| < ||Az — Azx|| para todo

A > 0. Tome y} € F(Ax — Ax) e denote por z}§ = HZQH' Logo, temos ||z}|| = 1.
A

Note que para todo A > 0, temos

Ml < [[Az — Az||? (Ar — Az, z3)

< ARe(z,z)) — Re (Ax, 23)
< M|z||* = Re (Az, 23).
Das relagoes acima, obtemos
* " 1
Re (Axz,zy) <0 e Re(x,z3) > ||z|| — X||Ax|| (1.3.4)

Sendo a bola unitaria compacta na topologia fraca estrela, segue que existe z* € X*,
com [|z*|| < 1, e tomando limite com A — oo, temos:

Re (Ax,z*) <0 e Re(z,zy) > |lz||

Portanto, (Ax,z*) > ||z||. Logo, tomando x* = ||z||z*, temos que z* € F(z) e
Re (Azx,x*) <0, de onde concluimos que A é dissipativo. O

Consideremos agora a seguinte definigao:

Definigao 1.4. Seja A o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo em um Espaco
de Hilbert H, definimos o conjunto resolvente de A p(A) como

p(A) = {X € R;(AM[ — A) € inversivel} onde I : H — H € o operador identi-
dade.

Vamos entao, a demonstragao do teorema de Lumer-Phillips.

Teorema 1.2. (Lumer-Phillips)
(1) Seja A dissipativo e Ao > 0 tal que a Im(Aol — A) = X, entdo A € G(1,0).
(i1) Se A € G(1,0), entao A € dissipativo e para todo A > 0, temos que

Im(M — A) = X.
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Demonstragao. Iniciamos demonstrando (i). Provaremos primeiro que, se existe
Ao > 0 tal que Im(Aol — A) = X, entdo teremos Im(A] — A) = X para todo A > 0.

Seja A = {\ € Rt;Im(M\oI — A) = X} e vamos provar que A é um conjunto
aberto e também fechado, o que implica A = R.

Sendo p(A) um conjunto aberto, entdo A NRT é também aberto. Por outro lado,
seja A, € A uma sequéncia convergente em R e seja y um elemento de X, portanto
existe z, € D(A) tal que

Auy, — Az, =y.

Note que estamos assumindo A, > 0 e A > 0. Logo, em razao da dissipagao, temos
que ||z,|| < ﬁHyH < C para algum C > 0.

Agora, temos que
Aullzy — apll < NAu(@y — 2p) = Az — @) < (A = Al o] < ClA = Ayl

Portanto, z,, ¢ uma seqiiéncia de Cauchy e sendo A um operador fechado, temos
Az — Ax = y, de onde segue que Im(AI— A) = X para todo A > 0; logo, A é fechado.

Utilizando o Lema 1.1, temos que
[|Ax — Az|| > M||z||, para todo z € D(A),

de onde segue que para todo A > 0 o operador (Al — A)~! é continuo e satisfaz

IM =AM <

> =

Como consequéncia do teorema de Hille-Yousida segue o resultado.

Vamos demonstrar (i7). Para mostrar que A é dissipativo, seja © € D(A) e x* €
F(x), entao
[(S(t)z, a™)| < [IS@®)]| [|l2*|| < l|l=*|1%,

e portanto
Re (S(t)x — z,2*) = Re (S(t)z,z*) — ||z||* < 0.

Dividindo a expressao acima por t e fazendo ¢t — 0 segue que
Re (Az,2*) <0,
como queriamos demonstrar.

Para concluir a prova de (ii), observamos que Im(Al — A) = X é uma conseqiiéncia
imediata do teorema de Hille-Yousida. O
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1.4 O Teorema de Gearhart

Esta secao é relacionada com os resultados que estabelecem as condigoes necessarias
e suficientes para um Cp-semigrupo ser exponencialmente estavel. Inicialmente,
consideremos a seguinte defini¢ao:

Definigao 1.5. Seja A o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo em um Espago
de Hilbert H. Definimos o espectro o(A) como

o(A) ={ X eR; (AN — A) ndao é inversivel}, onde I : H — H ¢é o operador identi-
dade.

Comparando as definigoes (1.4) e (1.5) segue que p(A4) = C \ o(A), o complementar
de 0(A) em C. Consideremos agora o seguinte teorema devido a Huang [04]:

Teorema 1.3. Seja S(t) = et um Cy-semigrupo em um espaco de Hilbert. Entdo
S(t) € exponencialmente estdvel se e somente se

sup{ReX\; A € 0(A)} <0

sup ||[(M — A)7| < oo
ReA>0

A seguinte invariante desse resultado foi obtido por Gearhart Ver ( Wyler [19] ).

Teorema 1.4. Seja S(t) = et um Co-semigrupo de contrag¢oes em um espaco de
Hilbert. Entao S(t) é exponencialmente estdvel se, e somente se,

p(A) 2{iB, 6 € R} (1.4.5)
e
limsup [|(i3 — A) 7| < oc. (1.4.6)
|8 =00

Demonstragao. Para demonstrar o teorema, vamos provar que as condigoes (1.4.5)
e (1.4.6) sdo suficientes para a estabilidade exponencial de e*. A reciproca nio
interessa no presente contexto. Inicialmente, consideremos a expressao

A -S)™t = Xxta-xx1ts)!

2
= A—1(1+§+S—+~--)

A A2
Uma condigao para a convergéncia da série é que
. S"™ 1 L
lim ||)\7H" <1, istoé |[|S|| <A
Seja A € p(S(t)), logo ||S(t))|| < A e, portanto, A < ||S(¢)|| implica que A € o(S(t))
de onde concluimos que

a(S(®) ¢ [=lIS@Il, +IS@II]. (1.4.7)
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Agora, para p > 0, definimos L, = {\ € C;e* = pu} e observamos que 1 € p(A), se,
e somente se,

1
“Licp(A) e sup [[((M—-A)7H <M
t )\E%L1

De modo geral,

et e plet) = (Ie™ —e?) ¢ inversivel
— (I -eA72DY ¢ inversivel
<= lep((A-a)t)
< 2mni € p((A—a)t) e sup||(2mni — (A —a)t) | < M
9
= [ Zm «) — A] é inversivel e uniformemente limitado.

Denotando (@ +a)=\eu=e segue que

1 _
p € plet) = —Lu Cp(4) e sup [|(A = A) < M. (1.4.8)
XelL,

Agora, utilizando as hipoteses do teorema, temos que

sup ||(ul — A)7|| < M, onde iR = {ucC; |le’|| =1}
peiR

Sendo S(t) = €' um semigrupo de contragdes, segue de (1.4.7) que o(e??) €
-1, 1].

Por (1.4.8), segue que e* € p(e??) e observando que ¢ € p(e?t), V 6 € R, se-

gue que o(ett) € (—1, 1).

Sendo o(e“?) compacto, podemos afirmar que supo(e4?) < 1 e, portanto, o raio
espectral

Rp(e®) = lim [||le®]|7 ]t < 1,

0 que implica

In||e?s
lim M:_% v >0,
§—00 S
As
logo, dado € > 0 existe so > 0 tal que s > sy implca |w +9| <e.

S

Escolhendo € = 7 temos In|[e?*|| < =% e entdo ||e?®|| < e2", de onde segue

o decaimento exponencial. O
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O Método

Quando se considera o estudo do decaimento exponencial da solugao de um modelo
dissipativo governado por equacgoes diferenciais parciais, o problema ¢é estabelecer
uma estimativa para a energia total do sistema, E(t), da forma

E(t) < CE(0)e ™, Vt>0,
ou, equivalentemente, estabelecer a estabilidade exponencial
IS(t)|| < Ce™™*, Wt >0,
do semigrupo dissipativo S(t) gerado pelo sistema.

Por muito tempo, permaneceu em aberto se essas condi¢bes eram equivalentes.
Hoje, é conhecido ( ver S. Zheng [20] ) que essas duas estimativas sdo equivalentes.

Nesse sentido, iremos provar o decaimento exponencial explorando as proprieda-
des dissipativas do semigrupo associado ao sistema.

Z. Liu e S. Zheng [08] deram uma prova da equivaléncia dos teoremas de Huang e
Gearhart sob a condicio que S(t) = e seja um Cy-semigrupo de contracdes em
um Espago de Hilbert. Utilizando esses teoremas combinados com argumentos de
contradicao e técnicas de EDP, os autores mostraram a estabilidade exponencial de
eAt: ou, em outras palavras, o decaimento exponencial de varios modelos dissipati-

vos em EDP.

A esséncia do método consiste em supor por contradigao que as hipdteses dos teo-
remas de Gearhart ou de Huang sao falsas. Nos casos que abordaremos neste texto,
utilizaremos o teorema de Gearhart e trabalharemos em duas etapas, as quais, em
linhas gerais, apresentamos a seguir.

Na primeira etapa, ao supormos que a condigdo (1.4.5) é falsa, teremos a seguinte
inclusao

{i3,8 € R} C o(A)

onde o(A) é o espectro do operador A.

Estaremos utilizando adequados espacos de Hilbert, e da teoria geral dos espagos
de Sobolev, iremos obter imersoes compactas, o que garantira, via teoria espectral,
que o(A) é constituido apenas de autovalores de A.

Em seguida utilizando adequados multiplicadores e técnicas conhecidas do estudo
de EDP, iremos gerar uma contradi¢ao. Desse modo, provaremos a primeira condi-
¢ao do teorema de Gearhart.
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Na segunda etapa, quando supomos que (1.4.6) ¢ falsa, temos que

limsup ||(i8 — A) 7| = oo,

|B|—00
0 que permite obter uma seqiiéncia de vetores
U, € D(A) satisfazendo ||U,|| = 1.

Nesse momento, usamos o fato do operador A ser dissipativo e, ap6s um racioci-
nio razoavel de analise matematica, conseguimos obter uma contradigao sobre a
seqiiéncia de vetores U,. Desse modo, provaremos a segunda condi¢ao do teorema
de Gearhart e por conseqiiéncia a estabilidade exponencial do modelo em questao.

Nas proximas segoes, iremos perceber que o grau de dificuldade em seguir as idéias
apresentadas nas etapas acimas mencionadas estd diretamente relacionado com o
modelo em estudo.

Esperamos que, ao compreender a técnica, o leitor possa aplicar o método com
sucesso a outros modelos, inclusive resolvendo os exercicios propostos, o que im-
plicara bons resultados do ponto de vista de estabilidade de solugoes de modelos
dissipativos em equagoes diferenciais parciais.

Cabe ainda informar que podemos utilizar os teoremas de Gearhart e Huang para
provar o "blow up"em tempo finito de modelos governados por EDP. Entretanto,
este nao é o objetivo dessa nota.

Para finalizarmos esta secao, lembramos que o ponto alto desta nota é apresen-
tar esse método, aplicando-o a modelos dissipativos em EDP.

1.5 Exercicios

01. Seja A um operador linear com dominio denso em um espago de Hilbert H.
Se A ¢ dissipativo e 0 € p(A), o conjunto resolvente de A, prove que A é gerador
infinitesimal de um Cy— semigrupo de contracoes em H.

02. Dizemos que uma funcao p : R™ — R* ¢ sub-aditiva quando

p(s+1t) < p(s) + p(t).

Mostre que se p é sub-aditiva e limitada superiormente em todo intervalo limitado,
entao
p(t)

t
lim ]ﬁ = inf —=.
t—oo t>0 ¢t
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03. Seja S(t) um Cy— semigrupo. Prove que

o RUSOI _ WIS
t—o0 t t>0 t

e para cada w > wq existe M > 1, tal que
I[S#)|]| < Me“?t, ¢t >0.

04. Seja S(t) um Cp— semigrupo sobre um espago de Banach X. Mostre que para
todo x € X a aplicagao t — S(t)x de R em X é continua.

05. Seja S(t) um Cy— semigrupo sobre um espago de Banach X. Mostre que

1
lim

t+h
lim E/t S(7)dr = S(t)z para todo z € X.

06. Seja S(t) um Cy— semigrupo de contragdes sobre um espago de Hilbert H.
Mostre que, se
tlim [[S(#)|| = 0 entdo |[S(t)|| < Ce ™*,

isto é, S(¢) decai exponencialmente.

07. Seja S(t) um Cyp— semigrupo de contragdes sobre um espago de Hilbert H.
Mostre que se

oo
/ ISP < 00 onde p> 1 entdo [|SE)|| < Cev*,
0
isto &, S(¢) decai exponencialmente.

08. Seja  um conjunto limitado em R™ e A : L%(Q)) — L2()) o operador de
Laplace, que associa a cada u € D(A) = H3(Q) N H}(Q) o valor

n
0%u

i=1

Prove que o operador de Laplace é nao limitado.

09. Seja 2 € R™ um conjunto aberto, regular com fronteira I'. Prove que, para
o dado inicial ug € L?(f2), a equacao do calor

w—Au = 0em Qx[0,00),
u(z,t) = 0 em I' x[0,00),
U(J?,O) = Uo(ﬂf), T e Qa

possui uma tnica solugao u na classe

u € C([0,00); L*(€2)) N C1((0, 00); L*(2)) N C((0, 00); H*(2) N Hg (2)).
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10. Seja 2 € R™ um conjunto aberto, limitado de classe C*°. Prove que, para os
dados iniciais ug € H2(Q) N H}(Q) e u1 € HE (), a equagio de ondas

ugg —Au = 0 em Qx[0,00),

u(z,t) = 0 em T x[0,00),
u(z,0) = wup(x), z€Q,
u(x,0) = wui(z), =€,

possui uma tdnica solugao u na classe

u € C([0,00); H(Q) N Hy () N C ([0, 00); Hy () N C([0, 00); H*(Q2) N L()).



Capitulo 2

A Equacao de Ondas

2.1 Sistema Elastico

Nesta secao, iremos considerar a dissipagao provocada pelo atrito representado por
aug, onde a é uma constante real positiva. Nesse sentido, estudaremos a existén-
cia, unicidade e estabilidade de solucao para o modelo que descreve as pequenas
vibragoes verticais de uma corda eléstica de comprimento finito I e presa nas ex-
tremidades.

Representamos por u(x,t) o deslocamento transversal de cada ponto = € (0,L)
da corda no instante ¢ > 0, a partir de sua posigao de equilibrio. Nesse sentido,
temos o seguinte modelo dissipativo:

Ut — Uz + oy = 0, (2,t) € (0,L) x (0,00), (2.1.1)
u(z,0) = uo(z), z € (0,L), (2.1.2)

ug(z,0) = uy(x), € (0, L), (2.1.3)

w(0,t) = w(L,t) =0, t > 0. (2.1.4)

Existéncia e Unicidade de Solucao

Nesta segdo, iremos mostrar que o modelo (2.1.1)—(2.1.4) possui uma tnica solugao
u(x,t) na classe

ue C°((0,00),Hy(0,L) N H*(0,L)))NC" ((0,00), H*(0, L)))NC? ((0,00), L*(0, L))) .
Inicialmente, vamos escrever o modelo na forma

Ut - AU = 0
U(0) = Uy

29
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onde A é o gerador infinitesimal do Cy - semigrupo associado a (2.1.1)—(2.1.4).

Denotando v = u; e

podemos escrever

0 I
Rl P b e I
t TT D22 (67 v

Sejam H = H} (0, L)xL?(0, L) e D(A) = [H(0, L)NH?(0, L)]x H}(0, L). Definimos

em H o produto interno:
v U
Upe — U || v

L
= / (Vpty + Uge — 0?)d
0

L L
/ VplUg dT +/ (Uge — av)vda .
0 0

Integrando por partes e usando as condigdes de contorno, obtemos:

(AU,U)

L L
(AU,U) = / (Vpty + Upev — av?)da = —a/ lv|*de, (2.1.7)
0 0
de onde segue que Re (AU, U) < 0, e portanto, A é dissipativo.

Vamos mostrar que A é maximal.

Dado F = }2 } € HL(0,L) x L*(0, L), existe uma tnica U € H}(0, L) x L*(0, L),
tal que U — AU = F, ou seja

u v _ | f
v | | uge—av | | fo |’
Queremos mostrar que U € D(A) = (Hg(0,L) N H*(0,L)) x H}(0,L).

Temos
U7’U:f17
V— Uy + U= fo .

Somando, obtemos

U_Uxx+a17:fl+f2-

Mas
fi € Hy(0,L) € L*(0, L),
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logo

i+ fee LQ(O,L).
Para o problema u — g, +av = fi + f2, com fi + fo € L?(0, L), sabemos que existe
uma solugdo u € H}(0, L) e por regularidade eliptica, u € H?(0,L). Logo, temos
que u € H3(0,L) N H%(0, L).

Utilizando v = u — f; e lembrando que u, f; € H(0,L), podemos afirmar que
v e H(0,L).

Temos mostrado que:
U= { :j } € HY(0,L) N H?(0,L) x H3(0,L) = D(A),

e que,
U—AU =F, VYF e H}(0,L) x L*(0, L),

isto é,
(I —A)U =F,
de onde segue, para A = 1,
Im(M — A) = H}0,L) x L*(0,L) = H,
portanto, A é maximal e, pelo teorema de Lumer-Phillips, A é gerador infinitesimal
de um Cp— semigrupo de contragoes {S(t)} e U(t) = S(¢t)U(0), ¢ a solugdo do pro-
blema (2.1.5)-(2.1.6).

Da teoria de semigrupos, sabemos que U é solugao tinica e que:

U €C’[0,00), D(A) )NC*( [0,00), X ),

Ut

[ Y } € CO([0,00), (Hy N H?) x HE )nC*( [0,00), Hy x L*),

isto é:
u € CO([0,00), Hy N H? )NC?( [0,00), HY ). (2.1.8)

u; € CH([0,00),L? ) = u € C*( [0,00), L?). (2.1.9)
De (2.1.8) e (2.1.9), temos:

u € C°([0,00), HY (0, LYNH?(0,L) YNC*( [0,00), HE(0, L) YNC?( [0,00), L*(0, L) ).
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Decaimento Exponencial
Usaremos o teorema de Gearhart, teorema 1.4, para mostrar que o modelo

Ugp — Uy + auy = 0, (z,t) € (0,L) x (0,00),
u(z,0) = uo(x), = € (0,L),
ug(x,0) = uy(z), =€ (0,L),
w(0,t) =u(L,t) =0, t >0

)

é exponencialmente estavel.

Nesse sentido, temos o seguinte teorema:

Teorema 2.1. O Cy-semigrupo de contracoes (S(t) = e )=, gerado pelo operador

A, € exponencialmente estdvel, i. e., existe constantes positivas M e w tais que

IS < M.
Demonstracao. Dados uy =ve U = [ Z }, temos que:

0 I
Ol e P o e
t T o2 « v

de onde segue que Uy — AU = 0 e, portanto:

0 1
[ ]

oz?

Definindo H = H} x L? e D(A) = (Hg N H?) x H} e lembrando que A ¢ dissipativo,
vamos verificar que

limsup ||(iB — A) 7|z < oo.

|B] =00

Faremos a prova por contradigao. Na primeira etapa, provaremos que

p(A) 2 {iB,8 € R}.

Sabemos que para F' € H existe uma tnica solucao U € H tal AU = F e, por
regularidade eliptica, U € D(A) e satisfaz ||U||g < K||F||g com K uma constante
positiva. Logo, 0 € p(A).

Segue do fato que 0 € p(A) e do teorema de contragdo que para qualquer na-
mero 3 € R com |3| < ||A7Y|71, o operador (i3I — A) = A(iBA™1 —I) é inversivel
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e além disso ||(iBI — A) || € uma fungao continua de 8 em (—|[A7L||72 [|[A7Y]|71).
Assim, se
p(4) 2 {if, 5 € R}
nao é verdade, entao existe # € R com [|A7]|7! < |0] < oo, tal que
{i8/16] <101} € p(A) e sup|(iB—A) /18] < [6]} = oc.

Nessa condigdo, existe uma seqiiéncia 3, com (3, — 6, |8,| < |0] e uma sequéncia
de fungdes vetoriais complexas U,, € D(A) com norma unitaria em H tal que

(il — A)Uy,|lg — 0 quando n — 0.

Por fim, fazendo o produto interno de (i3, I — A)U,, com U,, em H, tomando a parte
real e procedendo da mesma forma que no caso anterior, obtemos ||U, ||z — 0, o
que é uma contradigao.

Para a segunda parte da demonstragao, vamos supor que

limsup (A — A) 7 '||g =00, onde \=if.

|A|— o0
Nessa condigao, existe (V,,)nen, tal que

IO = 4) " Vallar
Wl ©

donde segue que
1OnT = AWl = nl|[Val - (2.1.10)

Uma vez que (Vi,)nen € H e que A, € p(A), existe uma tnica seqiiéncia
(Un)neN € D(A),

tal que
AUp — AU, =V, com ||U,llg =1.

Utilizando (2.1.10), ||Un||g = n||\nUn— AU, || g e denotando por f,, = \,U,, — AU,,,

segue que
1
||fn||H < -,
n

portanto,
fn — 0 (forte) em H.

Multiplicando f,, por U,, obtemos:
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Tomando a parte real e utilizando (2.1.7), obtemos

1
MU+ [ onfPdz = (),
0
logo
1
a/ [vp|2dx < (fr, Un) — o.
0
Portanto,
v, — 0 (forte) em L*(0,1). (2.1.11)

Consideremos agora \,U, — AU, = f,, isto é:
Up | Un, _ Il
)\n |: Un :| |: un,;uv — QUp :| _:| fﬁ :| ’

Aty — Uy = (2.1.12)

n?

AnUp — Un gz + QUy = fTZL (2.1.13)

de onde segue que:

Por fim, utilizando a desigualdade de Poincaré, segue diretamente de (2.1.11) e
(2.1.13) que
up, — 0 (forte) em Hy(0,1)

o que é uma contradigéo pois ||Uy, ||z = 1. Sendo verificada as condigdes do teorema
de Gearhart, fica entdo provada a estabilidade de solugao. O

2.2 Sistema Viscoelastico

Considere os pequenos deslocamentos transversais de uma corda elastica, de com-
primento finito L, o qual denotamos por u(x,t), onde = € (0,L) é o deslocamento
horizontal da corda em cada instante ¢ > 0. Suponha que o "stress" o é do tipo
taxa, i. e.,

0 = QUg + YUyt ,

entao, a equacgao de onda é escrita do seguinte modo

Ut — QUgy — YUzzt = 0, (2,t) € (0, L) x (0, 00). (2.2.14)

Para fixar as idéias, vamos assumir que a corda esta fixa nos seus pontos extremos,
=0 ez = L. Nesse caso, temos as seguintes condi¢oes de contorno:

u(0,t) = 0,
u(L,t) = 0.
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Agora, note que na equagao (2.2.14) a dissipagao esta distribuida de modo uniforme
em toda a corda. Entretanto, é desejével, na pratica, considerar o problema com
dissipagdo localmente distribuida ( ver E. Zuazua [21] ). Mais precisamente, nesta
secao, iremos considerar o seguinte modelo:

Ut — QUzg — YV(T)Ugee = 0, (x,t) € (0,L) x (0, 00), (2.2.15)
w(0,t) = u(L,t) = 0, t>0, (2.2.16)
u(z,0) = wug(z), z€(0,L), (2.2.17)

u(z,0) = wui(x), =€ (0,L), (2.2.18)

onde y(x) = ax + b, com a,b € RT.

Existéncia e Unicidade de Solucao
O espago de energia associado ao modelo (2.2.15)-(2.2.18) ¢ H = HZ (0, L)x L?(0, L).

O produto interno nesse espago ¢ definido para U; = (uv/,v7) € H, j = 1,2, de
modo usual,

L L
(U1, Us) :/ aulu? dx—i—/ vlv? de.
0 0

No que segue, iremos denotar por ||U||? = (U,U) a norma no espago de energia. O
sistema (2.2.15)-(2.2.18) pode ser escrito como
d

ZU() = AU(t) = 0,

onde v = uy,
0 1

U(t) = [ o(8) }, A= aéd—; 'y(x)aa—;
e D(A) = {(u,v) € H/au, +y(x)v, € H*(0,L)}.

Em relagdo ao operador A, temos o seguinte resultado:
Teorema 2.2. O operador A gera um Cy-semigrupo de contracoes (e*)i~q em H.

Demonstracao. Usaremos o teorema de Lummer-Phillips para provar essa proprie-
dade do operador A.

Da teoria geral dos espagos de Sobolev, é claro que D(A) é denso em H. Para
U € D(A), integrando por partes, obtemos

L L
(AU, U) = / QU U, dT —|—/ (g + Y(T)Vge)v dx
0 0

L
= —/ v(2)|ve|* dz < 0. (2.2.19)
0
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Isto mostra que A é dissipativo.
Agora, vamos provar que existe um A > 0 tal que a imagem Im(A — A) = H.
Para qualquer F = (f,g) € H, considere a equagdo AU = F, i. e,

v=f€H, (2.2.20)
Qg + () Ve =g € L7 . (2.2.21)

Usando v = f, obtemos apos substituir (2.2.20) em (2.2.21)

gy =g — (@) foe € H T, (2.2.22)
onde H~! é o espaco dual de H}. Segue diretamente de resultados conhecidos da
teoria das equagodes eliticas que (2.2.22) admite uma tnica solugdo u € H{. Por-

tanto, obtivemos U € D(A) satisfazendo (2.2.20) e (2.2.21).

E claro que
NUer < K| F| |

com k uma constante positiva. Logo 0 € p(A).

Agora, se 0 € p(A), entdo A é inversives e A~ ¢ um operador linear limitado.
Pelo teorema da aplicagao contragao, é facil mostrar que o operador

M—A=AMNATI =)
71”71.

¢ inversivel para 0 < A < ||A

Portanto, segue do teorema de Lumer-Phillips que A é o gerador infinitesimal de
um Cp—semigrupo de contragoes (e??);~q em H. O

Agora, observamos que, da teoria de Semigrupos ( ver A. Pazy [10] ), temos que
U(t) = Uy, Uy = (uo,v0)

é a Unica solugao de

e U e 0% [0,00), D(A) )N CY( [0,00), H ).

A seguir, vamos provar que a solugdo é exponencialmente estavel.
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Estabilidade Exponencial

Nesta sec¢ao, o principal resultado é o seguinte teorema:

Teorema 2.3. O Cy-semigrupo de contracoes (S(t) = e);~0, gerado por A, é
exponencialmente estdvel, i. e., existe constantes positivas M e w tal que

IS@®)[] < Me™".

Demonstragao. Segue do fato de 0 € p(A) e do teorema da aplicagdo contracao que
para qualquer niimero real 3 com |3| < [|AY||~1, o operador

il — A= AGBA™T — 1)
¢ inversivel.
Além disso, ||(i31—A)~1|| é uma fungao continua de 3 no intervalo ( —||A~1|| 7L, ||A7]|71).

Nesse caso, se
p(A) D {iB | B € R}

nio ¢ verdade, entdo existe § € R com ||[A71||7! < |0] < oo tal que

{16 [ 18] < 0]} Co(A)

sup{||(iBI — A)7H|| [ 18] < 18]} = oo

Portanto, existe uma seqiiéncia 8, € R com 3, — 0, |8.| < |0] e, uma seqiiéncia
de fungoes vetoriais complexas U,, € D(A) com norma unitaria em H tal que

||(iBnI — A)U,|| — 0, quando n — oo,

Bty — vy — 0 em HY, (2.2.23)
1B — QU pw — V(@) Vp g — 0 em L2 (2.2.24)

Fazendo o produto interno de (i3,I — A)U,, com U, em H, tomando a parte real e
usando (2.2.19), obtemos

L
Re( (i1 — AYU,, U, ) = /0 (@) onal? da.

Notando que (U, ) é limitada e que (¢3,I — A)U,, — 0, temos

L
Re((iB,I — AU, U, ) = /0 Y(2)|vn2|? dz — 0. (2.2.25)
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Por outro lado

L L
/ az|v, | dx +/ blvp .| da
0

L
/ 'y(:v)|z),w|2 dxz
0 0
L
b/ |vn7x\2 dx
0

Y

e pela desigualdade de Poincaré

L b [E
/ Y(2)|vn | dz > —/ v |? da . (2.2.26)
0 Cp Jo

Logo, segue diretamente de (2.2.25) e (2.2.26) que
v, — 0 em 2.
Por fim, observamos que (2.2.23) implica
U, —0 em Hj .

Diante das convergéncias obtidas, podemos afirmar que ||U,|| — 0, o que contraria
o fato de ||U,|| = 1. Portanto, esta provado que p(A) D {if | B € R}.

Iremos novamente usar argumento de contradigao para provar que

limsup ||(i6] — A) 7| < 0. (2.2.27)

|B| =00
Se (2.2.27) néo é verdade, entdo existe uma sequéncia de vetores (Vy,)nen tal que

1O = AVl
W ="

onde A\, = if3,. Portanto, segue que
1And = A) Vol 2 nl[Val| -
De A, € p(A), temos que existe uma tunica seqiiéncia (U,,) € D(A) tal que
MU, — AU, =V, ||U.]| =1,
isto &, U, = A\l — A"V, e
Ul = nl[AnUn — AUL||.

Seja F,, = A\, U, — AU,, e com esta notagao

1
E,ll < —|U.ll, Uyl = 1.
[1Eal] < — Ul U]
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Entao
F, — 0 (forte) em H quando n — 0o . (2.2.28)
Agora, fazendo o produto interno de F,, com U, obtemos
Al Un Uy ) — (AU, U, ) = ( F, Uy ), An = 10n.

Tomando a parte real e utilizando (2.2.19), obtemos,

L
Re{ Fo,U, ) = / (@) o o ? it
0

Notando que (U,,) é limitada e que F,, — 0, obtemos

L
/ '7(37)|vn,x|2 drx — 0,
0

e usando (2.2.26), temos
L
b/ |v,|? dx — 0,
0

de onde segue que
v, — 0 (forte) em L?. (2.2.29)

Escrevemos F,, = ( fn,9n ) € Uy = (upn,v, ). Da identidade F,, = \,U,, — AU,
obtemos
Mty —Vp = fr, em  Hp, (2.2.30)

AnUp — QUp gz — V(T)Vn gz = gn €I 2.
Por fim, utilizando (2.2.28), (2.2.29) e(2.2.30), temos que
Ay, — 0

e notando que \,, — oo, concluimos que u,, — 0 (forte) em H{.

Isso é uma contradigao e portanto a prova do teorema esta completa. O

2.3 Sistema Termoelastico

Nesta secao, iremos provar a estabilidade exponencial do semigrupo associado ao
sistema termoelastico. Consideremos entao uma barra de comprimento L com den-
sidade unitaria. Vamos denotar por u o deslocamento e por 6 a diferenca de tem-
peratura entre a barra e o meio ambiente. As equagoes do momento e energia sao
descritas pelo sistema abaixo:

Ut — QUgzy + @l =0, em (0,L) x (0, 00),
cobt — kbOry + qugye =0, em (0, L) x (0,00),
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onde a, k, ¢y sdo constantes positivas e & uma constante nao nula. Estas constantes
dependem das propriedades do material. Para facilitar o entendimento, iremos
supor a = k = ¢g = 1, e que a barra, em suas extremidades, esta fixa e isolada
térmicamente. Nesse sentido temos o seguinte modelo:

Ut — AUz + b, = 0, em (0,L) x (0,00), (2.3.31)
Or —O0ps + auyy = 0, em (0,L) x (0,00). (2.3.32)
w(0,8) = u(L,t) = 0, t>0, (2.3.33)
6(0,t) =0(L,t) = 0, t>0, (2.3.34)

u(z,0) = wug(z), € (0,L), (2.3.35)
u(x,0) = wi(z), ze€(0,L), (2.3.36)
0(x,0) = 6p(x), € (0,L). (2.3.37)

Existéncia e Unicidade de Solucao
O espago de energia associado ao modelo (2.3.31)-(2.3.37) é

H = H;(0,L) x L*(0,L) x L*(0,L).
O produto interno nesse espago ¢ definido para U; = (u?,v/,w?) € H, j = 1,2, do
seguinte modo

L L L
(U1,Us) :/ utu? d:c—l—/ vlo? dm+/ whw? d.
0 0 0

No que segue, iremos denotar por ||U]|? = (U,U) a norma no espago de energia. O

sistema (2.3.31)-(2.3.37) pode ser escrito como

d
ZU(H) = AU() = 0,

onde v = uy, w =0,

u(t) 02 I 0
Uty=| v(t) |, A=| Z 0 fa;% ,
w(t) 0 —a% %

com D(A) = HL(0,L) N H2(0, L) x H}(0,L) x HL(0,L) N H2(0, L).

Em relacao ao operador A, temos o seguinte resultado:
Teorema 2.4. O operador A gera um Cy-semigrupo de contragoes (e*)i~o em H.

Demonstracao. Vamos usar o teorema de Lummer-Phillips para provar essa propri-
edade do operador A.
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Da teoria geral dos espacos de Sobolev, é claro que D(A) é denso em H. Para
U € D(A), integrando por partes, obtemos

L L L
(AU,U) = / Up gy AT + / Up(Uge — Qu0y) da + / 00,2 — abuyy) de,
0 0 0

integrando por partes e usando as condigoes de contorno, obtemos

L L L L L
(AU, U) :/ uwumdsc—/ utumdx—/ autezdx—i—/ 99mdx+/ abyuidz,
0 0 0 0 0

de onde segue
L
(AU, U) = —/ 0,2 dz < 0. (2.3.38)
0
Isso mostra que A é dissipativo.

Agora, vamos provar que existe um A > 0 tal que a imagem Im(A — A) = H.

fl
Dado F = | f? | € H}(0,L) x L?(0,L) x L?(0, L), existe uma tinica
f3
U € Hy(0,L) x L*(0,L) x L*(0, L),
tal que U — AU = F, ou seja:

U v ft
v - Ugy — Oy = f2
0 gzm — QUyg f3

Queremos mostrar que
U e D(A) = Hy0,L)n H*(0,L) x H}(0,L) x Hy(0,L) N H*(0, L).

Temos,
u—v=fl,
U*UerOz@x:fQ,
0_9m1+avm:f3a

de onde segue,

U~ Uy + by = fL+ [ (2.3.39)
0 — Op + au, = f2 + afl. (2.3.40)

Multiplicando (2.3.39) por w, (2.3.40) por 6 e integrando, obtemos
L L
Sl oty e = [0 e,
0 0

L L
/(|9|2+|91|2+a9uz)dx:/ (f* + afHoda.
0

0
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Aplicando a desigualdade de Holder, obtemos,
L L
/ (Jul® + s + |01 +10,]%) dz < / [fY 4 PP+ afy)? de < ||F)|.
0 0

Temos entao,

v = u—f'=wve H0,L),
Upw = v+, — f2=uec H0,L)NH*0,L),
0ry = O+4+av, — f>=0¢c H}0,L)NH*0,L).

Portanto, mostramos que

u
U= | v | €Hj0,L)nH*0,L) x Hy(0,L) x H3(0,L) N H*(0, L) = D(A),
0
e que,
U—-AU=F, V F € H}(0,L) x L*(0,L),
isto é:

(I - AU =F,
donde segue, para A = 1:
Im(M — A) = H}0,L) x L*(0,L) x L*(0,L) = H.

Assim, A é maximal e, pelo teorema de Lumer-Phillips, A é gerador infinitesimal
de um semigrupo de contracdes {S(t) = e4t}. O

Agora, observamos que, da teoria de Semigrupos, ( ver A. Pazy [10] ), temos que
U(t) = eMUs, Uy = (ug,vo,00)

é a tunica solucao de
d

ZU() = AU(t) =0,

U(0) = U,
eU € C%([0,00),D(A) )NCH([0,00), H ).

Vamos provar a seguir que a solugao é exponencialmente estavel.

Estabilidade Exponencial

Usaremos o teorema de Gearhart 1.4, para mostrar que o sistema termoelastico é
exponencialmente estavel.

Nesse sentido, temos o seguinte teoremas:
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Teorema 2.5. O Cy-semigrupo de contracoes (S(t) = )=, gerado pelo operador
A, € exponencialmente estdvel, i. e., existem constantes positivas M e w tais que

IS < Me™™".

Demonstracao. Faremos a prova por contradicao. Na primeira etapa, vamos provar
que

p(4) 2 {iB, B € R}. (2.3.41)

Se (2.3.41) nao é verdade, entdo existe § € R tal que i3 € o(A). Da imersao
compacta de D(A) em H, podemos afirmar que o(A) é discreto, logo existe w # 0
em H que resolve o seguinte problema espectral, Aw = ifw. Fazendo o produto
interno, temos

(Aw,w) = (ifw,w) = if||w||?.

Agora, escrevendo w = (w!,w? w?), utilizando (2.3.38) e tomando a parte real,

obtemos
L
Re{Aw,w) = —/ lw3|? dx = 0. (2.3.42)
0

Resovendo o problema espectral, obtemos o seguinte sistema

w? = ifw?, (2.3.43)
wl, — aw? =ipuw?, (2.3.44)
w?, — aw? = ifw?’. (2.3.45)

Por fim, utilizando (2.3.42) em (2.3.43), (2.3.44) e (2.3.45), obtemos que w = 0 o
que é uma contradicao.

Agora, iremos provar a segunda parte. Vamos supor que

limsup ||(A] — A)7!|| =00, onde \=if.

[Al—o00
Nessa condigao existe (V,,)nen tal que

A1
MOl = A Wall
Al

donde segue que
|(And = A)7 Vo[ > nf|Val|. (2.3.46)

Uma vez que (Vy,)nen € H e que A\, € p(A), existe uma tnica seqiiéncia

(Un)nEN € D(A)a

tal que
AUp — AU, =V, com ||U,]l =1.
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Utilizando (2.3.46), ||U,|| > n||\Un — AU, || €, denotando f,, = A\, U,, — AU, segue

que

S

[l <

e daf
fn — 0 (forte) em H.

Consideremos agora A\, U, — AU,, = f,, isto é:

1

n?
2

A" =l + all = f7
n n n _ 3

A" =00, + avy = f.

Apu” — o =

Utilizando (2.3.47) em (2.3.48) e em (2.3.49), é facil ver que

L
/ (62 + [un, [2)de < C
0

e utilizando esse fato em (2.3.48) e (2.3.49), juntamente com

L
/ (] + 1072 + " [*)dx = [|Un]]* = 1,
0

podemos afirmar que existe (u,v,6) tal que (u”,v™,0") — (u,v,0) e entdo

L
/ (Juz|* + 107 + |v]*)da = 1.
0

Vamos mostrar que ™ — 0 em L2.

Fazendo o produto interno de \,U,, — AU, = f,, com U,, obtemos,

)\nHUnHZ - <AUn7 Un> = <fn7Un>7
utilizando (2.3.38), obtemos,
L
MU+ [ 163 = (1. U),
0

isto é,

L
wn|\Un||2+/ 072dz = (fu, U).
0

Tomando a parte real e observando que U, é limitada e f,, — 0, segue que

L
/ 072 dx — 0,
0

(2.3.47)
(2.3.48)
(2.3.49)

(2.3.50)
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e da desigualdade de Poincaré, segue que
L
/ 0" |2dx — 0. (2.3.51)
0
Vamos mostrar que u}; — 0.

Dividindo (2.3.48) por A, temos que

anrL;lxwLaiHO em L2
An An

e usando a desigualdade de Poincaré, temos que <= e = sgo limitadas em L2.

>
3

Agora, notemos que

Opuy < 2[[07 [ [|uz [
1 1 1 1
< 20021172 N0 [l 22wl £
e entao
2n<29n%9§% s Uz b
ot < 2002 1 [l e 15

Observando que

1
1621122 — 0,
b 4 limitad
= ¢ limitada
An ’
07 1 and o uR L Lo
e que || 5 [[ul][2: 115 ¢ limitada,
An An
podemos afirmar que u] — 0.

Vamos mostrar que v}, — 0.

Substituindo (2.3.47) em (2.3.48), integrando por partes e utilizando a desiguadade
de Young, obtemos

1 L L L L
,)\i/ |u"\2dx+/ |u2|2dx+a/ Oru"dx S/ ( 12n+C|fé|2)dx,
2 0 0 0 0 ’

o que implica A,u™ — 0. Portanto, utilizando essa convergéncia em (2.3.47), pode-
mos afirmar que v™ — 0.

Pela unicidade do limite segue que (u,v,0) = (0,0,0), o que é uma contradi¢ao
com (2.3.50) e portanto o teorema esta demonstrado. O



46 A Equacgao de Ondas

2.4 Sistema Termoviscoelastico

Nesta secao, consideraremos as equacgoes das leis de balango de massa, momento
e energia para materiais termoviscoelasticos. Para esse modelo, o mecanismo de
dissipagao nao é apenas devido ao efeito de viscosidade ou & condugao do calor, e
sim pela combinacao de ambos. Nesse sentido, consideremos o seguinte sistema

us —avy, = 0 em (0,L) x (0,00), (2.4.52)

v —oug + 60, = 0em (0,L) x (0,00), (2.4.53)

0y — kOypy + Bv, = 0 em (0,L) x (0,00), (2.4.54)
(u(z,0),v(x,0),0(z,0)) = (uo(x),vo(x),0(x)) =€ (0,L), (2.4.55)
v(0,t) =v(L,t) = 0, t>0, (2.4.56)
0(0,t)=0(L,t) = 0, t>0, (2.4.57)

onde u o volume especifico, v a velocidade e 6 a temperatura absoluta sao fungoes
conhecidas e «, 3, k sdo constantes positivas com [ # 0.

Existéncia e Unicidade de Solugao

O espago de energia associado ao modelo (2.4.52)-(2.4.57) ¢

L
H = {(u',v*u®) :u' € LE(0,L), u? € L*(0, L), v € L*(0, L), / u(z)dx = 0}.
0

O produto interno no espaco H é definido de modo usual. Nesse sentido, temos

para U = (u!,u?,u3), que

L
(U,U) = / [au'u? + au?ul — BuPud — Budu? + kudud, ] dx. (2.4.58)
0

No que segue, iremos denotar por |U||> = (U,U) a norma nesse espago. O sistema
(2.4.52)-(2.4.57) pode ser escrito como

d
%U(t) —AU(t) =0,
onde
ul(t) 0 )z 0
U(t) = U2(t) ; A= a():v 0 _ﬁ()w >
Us(t) 0 _()x k( )£.’,C

L
D(A) = {(u*,v*,v®) € H: au' € H, / ut(z)dx =0, u? € H}, v* € Hf n H?}.
0
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Em relacdo ao operador A, temos o seguinte resultado:
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Teorema 2.6. O operador A gera um Cy-semigrupo de contracées (e*)i~o em H.

Demonstragao. Da teoria geral dos espagos de Sobolev, é claro que D(A) é denso
em H. Para U = (u',u?,u?) € D(A), fazendo integracdo por partes em (2.4.58) e

usando as condig¢oes de contorno, obtemos
L
(AU, U) = —k/ [ud|? dx < 0.
0

Isso mostra que A é dissipativo.

Vamos mostrar que 0 € p(A).
fl
Dado F = | f? | € L?(0,L) x L?*(0,L) x L*(0, L), existe uma tinica
f3
U € L?(0,L) x L*(0,L) x L*(0, L),
tal que AU = F. Queremos mostrar que U € D(A). De AU = F, temos

auy = f,

1 3 2
au, — pu, = f7,
2 3 3

Utilizando (2.4.60), temos que

w = [ ioise m.L),
& Jo

e de (2.4.62), obtemos

kud, = 3+ pu? € L*(0,L).

(2.4.59)

(2.4.60)
(2.4.61)
(2.4.62)

(2.4.63)

Segue, de resultados conhecidos das equagoes eliticas, que (2.4.63) admite uma

tinica solugao u3 € H?(0,L) N H(0,L).

Utilizando (2.4.60) e (2.4.62) em (2.4.61), obtemos

w= [ Pedsc s,
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com C— _2{5/; u?(a)dzx + /OL /Ox *(s)ds dar}.

Logo, AU = F para U € D(A) implica que A é inversivel com A~! limitado em H
e, portanto, 0 € p(A).

E facil ver que A, sendo um operador linear com dominio denso em um espaco
de Hilbert H, A dissipativo e 0 € p(A), o conjunto resolvente de A, entdo A é

gerador infinitesimal de um Cy— semigrupo de contracdes S(t) = e em H.

Da teoria de semigupos, U(t) = S(t) Uy é a tnica solugao do problema

Ut - AU = 07
U(0) = Up.
Além disso, U € C([0,00) : D(A)) N C*([0,00) : H). O

Agora que mostramos a existéncia e unicidade de solu¢do, vamos ao principal, que
é estudar a estabilidade exponencial do semigrupo dissipativo S(t) associado ao
sistema (2.4.52)-(2.4.57).

Estabilidade Exponencial

Nesta secao, o principal resultado é o seguinte teorema:

Teorema 2.7. O Cy-semigrupo de contracoes (S(t) = eA?);~0, gerado por A, é
exponencialmente estdvel, i. e., existem constantes positivas M e w tal que

IS@)[| < Me™".

Demonstragao. Segue do fato que 0 € p(A) e do teorema da aplicagdo contragao
que para qualquer niimero real 3 com || < ||]A71||~!, o operador

iBI — A= AGBA™ — 1)
¢é inversivel.

Além disso ||(i8I — A)~Y|| ¢ uma fungdo continua para cada (3 no intervalo

(= AL IATHI).

Nesse caso, se

p(A) > {if | B € R}
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nao é verdade, entdo existe w € R com ||A7}||7! < |w| < oo tal que

{iB [ 16] <101} C o(A)

sup{||(i61 — A) 7| [ 18] < |w[} = co.

Portanto, existe uma sequéncia G, € R com £, — w, |3,| < |w| e, uma sequéncia
de fungodes vetoriais complexas U, = (u",v",0") € D(A) com norma unitaria em
H tal que

(i8I — A)Up|| — 0, quando n — oo.

Fazendo o produto interno de (i8,I — A)U, com U, em H, usando (2.4.59) e
tomando a parte real, obtemos

L
Re( (BT — AYU,, U, ) = 5/0 072 da.

Notando que (U,,) ¢ limitada e que (i3, — A)U,, — 0, temos
L
Re{(iB,1 — A)U,,U, ) = 5/ 107% dz — 0 . (2.4.64)
0

Temos entao a seguinte convergéncia

L
wnHUnH?w/ 67 dir — 0,
0

de onde segue que i3, ||U,||? — 0.

Agora, observe que B, — w e Bo||Us|[* — 0 implica [|U,[[* — 0, o que & uma
contradigdo com o fato de ||U,|| = 1.

Para provarmos a outra condi¢ao do teorema de Gearhart, vamos supor que

limsup ||(i8 — A) 7} < oo

|8l =00

nao é verdade, logo existe uma seqiiéncia 3, € R com (3, — co e uma seqiiéncia de
vetores complexos U,, € D(A) tal que

Seguindo as mesmas idéias do caso anterior, obteremos novamente uma contradigao
e portanto a demonstragao do teorema esta completa. O
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2.5 Exercicios

A Equacgao de Ondas

01. Seja a uma constante real positiva, prove o decaimento exponencial da solucao

do seguinte problema

Ut — Ugg + QXU
u(z,0)

ug(z,0)

ug(0,¢) = ug (L, )

0 em (0,L) x (0, 00),
uo(x), x € (0,L),
ui(z), =€ (0,L),

0, t>0.

02. Seja a uma constante real positiva, prove o decaimento exponencial da solucao

do seguinte sistema viscoeléstico

Ut — Ugg T O Uggy
u(z,0)

ut(z, 0)

uw(0,t) = u(L,t)

0 em (0,L) x (0,00),
uo(x), x € (0,L),
ui(z), =€ (0,L),

0, t>0.

03. Prove a estabilidade exponencial da solugao do sistema viscoelastico com me-

moria
Ut — Uz + g * Ugy
u(z,0)
ut(x7 0)
u(0,t) = u(L,t)
onde

g * Uge(x, 1) =

[

0 em (0,L) x (0, 00),
uo(x), x € (0,L),
ui(x), x € (0,L),

0, t>0.

g(t — 8)ug(z, s)ds

e g(s) é o nucleo historico que satisfaz as seguintes condigoes:

(i)
(i)

(i1i) g(400) = 1.

g(s) € C?(0,00) N C(0,00), ¢'(s) € L'(0,00).
g(s) >0, ¢'(s) <0, ¢g"(s) >0 em (0,00).

04. Mostre o decaimento exponencial da solugao do seguinte sistema termoeléstico

U — Ugy + Oy

Ht - eww + QUgt

u(z,0)

ut(x,0)

0(x,0)

u(0,t) = u(L,t)
0:(0,t) = 0,(L,t)

0 em (0,L) x (0, 00),
0 em (0,L) x (0, 00),
uo(x), = € (0,L),
ui(z), =€ (0,L),
Oo(x), x € (0,L),

0

>
>0

)

0, t
0, t
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05. Mostre o decaimento exponencial da solucao do seguinte sistema termoeléstico
com memoria

Ut — Ugy + @O + gx Uz, = 0 em (0,L) x (0,00),
0y — 0y +auyy = 0 em (0,L) x (0,00),
u(z,0) = wug(z), z€(0,L),
ut(x,0) = wi(z), z€(0,L),
0(z,0) = 0g(x), =€ (0,L),
u(0,t) =u(L,t) = 0, t>0,
6(0,1) = 0(L, 1) 0, t>0,

onde

t
g* uzz(xat) = / g(t - S)Uzz((E,S) ds
0

e g(s) é o nucleo historico que satisfaz as seguintes condigoes:

(i)  g(s) € C*(0,00) N C(0,00), ¢'(s) € L0, 00).
(i1) g(s) >0, ¢'(s) <0, ¢"(s) >0 em (0,00).
(i1i) g(+o0) = 1.

06. Mostre a estabilidade exponencial do semigrupo gerado pelo seguinte sistema
dissipativo

Upp — Uz = (v—u)+ (v—u); em (0,L) ,00),
Vit — Vg = (u—v)+ (u—v); em (0,L ,00),
u(z,0) = wup(x), =€ (0,L),
ut(x,0) = wi(z), =€ (0,L),
v(z,0) = wvo(z), x € (0,L),
v(z,0) = wvi(x), € (0,L),
u(0,t) =u(L,t) = 0, t>0,
v(0,t) =v(L,t) = 0, t>0.

Up — Ugey = (v—u)+ (v—u); em (0,L) x (0,00),
V¢ — Vg = (u—v)+(u—wv) em (0,L) x (0,00),
u(z,0) = wo(z), =€ (0,L),
v(z,0) = wo(x), z € (0,L),
uw(0,t) =u(L,t) = 0, t>0,
v(0,t) =wv(L,t) = 0, t>0.
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08. Seja a: RT — R™ uma fungao tal que e € L>(0, L) fo x)dz > 0. Mostre
o decaimento exponencial da solugao do seguinte smtema elastlco com dissipagao
localmente distribuida

Ut — Uge +(z)uy = 0 em (0,L) x (0,00),
u(z,0) = wo(z), =€ (0,L),
ut(x,0) = wi(z), =€ (0,L),
uy(0,t) = ug(L,t) = 0, t>0.

09. Mostre o decaimento exponencial para as leis de balango de massa, momento e
energia da p-ésima poténcia do fluido Newtoniano abaixo descrito

us = vy em (0,L) x (0,00),
o= (Ot em (0,1) x (0,00),
- (—%+ﬂ%)ox+(k%) em (0,L) x (0,00),
(u(z,0),v(z,0),60(z,0)) = (uo(z),vo(x),b0(x)) =€ (0,L),
v(0,t) =v(L,t) = 0, t>0,
0(0,t) = 0(L,t) = 0, t>0,

onde u o volume especifico, v a velocidade e 6 a temperatura absoluta sdo fungoes
conhecidas e pu, c,, k, p sao constantes positivas com p > 1.

10. Mostre o decaimento exponencial para as leis de balango de massa, momento e
energia do seguinte sistema termoviscoelastico

us —av, = 0 em (0,L) x (0,00),
v — Qg + 30, — vz = 0 em (0,L) x (0,00),
0y — kOyy + Bv, = 0 em (0,L) x (0,00),
(u(z,0),v(x,0),0(x,0)) = (uo(x),vo(x),0(x)) z € (0,L),
v(0,t) =v(L,t) = 0, t>0,
6(0,t) =6(L,t) = 0, t>0,

onde u o volume especifico, v a velocidade e 6 a temperatura absoluta sao fungoes
conhecidas e «, 3, k sdo constantes positivas com [ # 0.



Capitulo 3

Vigas de Timoshenko

3.1 Sobre o Modelo

Tecnologias modernas e aplicacoes a ciéncia requerem modelos mateméaticos de soli-
dos que facilitem o calculo das deformagoes e tensdes com suficiente precisao e sem
excessiva andlise matemaética.

O modelo que analizaremos, tipico e fundamental na area de estrutura mecénica,
torna possivel atingir este objetivo. Por essa razao, é bastante utilizado na area de
engenharia.

Definimos uma viga como um membro de estrutura delgada, carregada transversal-
mente cujo comprimento é grande em relacao & largura e secao transversal plana.
Iremos assumir que a area da secao transversal da viga é simétrica com respeito ao
eixo z e que todas as cargas transversais agindo sobre a viga possuem uma simetria
semelhante.

O modelo que analizaremos foi deduzido por S. P. Timoshenko [18] e consiste em
uma aproximacao da Teoria da Elasticidade Tridimensional. Quando levamos em
consideragao a variavel z da teoria espacial, resulta o modelo de Kirchhoff e pode
ser visto em Lagnese-Lions [07] que a solugdo tnica desse problema aproximado
converge, em uma adequada topologia, para a solugao do modelo tridimensional de
Kirchhoff sujeito a apropriadas condigoes de fronteira.

Nesse sentido, as pequenas vibragoes transversais de uma viga sao dadas por um
sistema unidimensional acoplado de duas equacoes diferenciais parciais

puULt = (K(uz - w))xa em (Oa L) X (07 00)7 (311)

Iﬁwtt(xa t) - (iji)z + K(um - w)v em (Ov L) X (07 OO)? (312)

onde t representa o tempo e x a coordenada ao longo da viga. Nesse modelo, esta-
mos supondo que, em sua posicao de equilibrio, a viga tem comprimento finito L.

93
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A funcdo u = wu(x,t) representa o deslocamento transversal de uma segdo plana
da viga e 1) = 9(z,t) representa o angulo de rota¢do de um filamento da viga. Os
coeficientes p, I,,, E, I, e K sao massa por unidade de comprimento, momento polar,
modulo de elasticidade de Young, momento de inércia e modulo de cisalhamento,
respectivamente.

Denotando p1 = p, p2 = I,, b = EI, k = K, obtemos diretamente de (3.1.1)-
(3.1.2) o seguinte sistema

pruge — k(uz =), = 0, em (0,L) x (0,00), (3.1.3)
parr — gy + k(uz —9p) = 0, em (0,L) x (0,00). (3.1.4)

Com essa notagao, definimos a energia total da viga por

L
E(t) = */ [o1luel + p2lel* + blvos|® + Klug — ¥]*)da.
0

A seguir, iremos mencionar alguns resultados recentes sobre a estabilidade desse
modelo.

O caso com duas forgas de controle na fronteira foi estudado por J. U. Kin e Y. Re-
nardy [05]. Os autores provaram o decaimento exponencial da energia E(t) usando
técnica multiplicativa e estimativas numéricas para os autovalores do operador as-
sociado ao sistema. J. E. Lagnese e J. L. Lions [07] estudaram a controlabilidade
exata. S. W. Taylor [17] estudou o controle na fronteira para o modelo com caracte-
risticas fisicas variaveis. F. Ammar-Khodja [02], mostrou o decaimento exponencial
da energia para o sistema com memoria. C. A. Raposo [11] estudou a estabilizacao
uniforme para o correspondente problema de transmissao com memoria. D. H. Shi
e D. X. Feng [16] mostraram o decaimento exponencial para a energia com duas
dissipagoes localmente distribuidos.

Neste capitulo, iremos estudar a estabilidade exponencial do semigrupo dissipa-
tivo associado ao modelo de Timoshenko em trés situagdes distintas: (i) O caso
em que o atrito atua de modo uniforme nas vibragoes transversais e no angulo de
rotagdo dos filamentos da viga. (ii) O caso em que o atrito atua de forma local-
mente distribuida nas vibragoes transversais e no dngulo de rotagao dos filamentos
da viga. (iii) O caso em que o atrito atua de forma localmente distribuida apenas
nas vibragoes transversais da viga.
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3.2 O Sistema com Atrito

Nesta secao, iremos provar o decaimento exponencial para a solugdo (u,%) do se-
guinte modelo

prug — k(uy — ), +u, = 0, in (0,L) x (0,00), (3.2.5)
poie — Dy + k(ug —¢)+¢, = 0, in  (0,L) x (0,00), (3.2.6)
w(0,8) = w(L,t) = (0,t) = (L, t) = 0, ¢>0. (3.2.7)

Assumiremos a existéncia e unicidade de solugao forte para o problema (3.2.5)-
(3.2.7), a qual pode ser provada utilizando semigrupos ( ver A. Soufyane [14] ) ou
método de Faedo-Galerkin ( ver C. A. Raposo [11] ). O problema é bem posto
para dados iniciais (ug,u1), (¥, 1) no espago de Sobolev [H?(0, L) x Hg (0, L)]>.
Solugdes fracas e energia também estao definidas em [H{ (0, L) x L?(0, L)]>.

Estabilidade Exponencial

Consideremos H = [H}(0, L) x L?(0, L)]? o espago de energia associado ao sistema
(3.2.5)-(3.2.7). O produto interno neste espaco é definido para

U = (!, o7, wl ) e H, j=1,2
do seguinte modo:

L
(U1,Us) = / [k(ul —wh)(u2 —w?) + pro'v? + poyty? + bw'w?|da.
0

Na seqiiéncia, denotaremos por ||U||? = (U,U) a norma neste espago. O sistema
(3.2.5)-(3.2.7) pode ser escrito do seguinte modo

d
“ _A _
SU(t) - AU() =0,
onde
u 0 I 0 0
k —k 1
vy = | M| as e we
k k k —1
vt (e 0 50— 5

com D(A) = [(H2(0, L) N HA(0, L)) x HL(0,L)]2.

Sobre o operador A, temos o seguinte resultado:
Teorema 3.1. O operador A gera um Cy-semigrupo de contragoes ()0 em H.
Demonstragao. Ver [16]. O

O operador A satisfaz a seguinte propriedade:
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Propriedade 3.1. O operador A € dissipative.

Demonstragao. Seja U = (u,us, 1, 1;) T, temos

L
I T T
0.0} = = [Tl + fnPlaa. (3.2.8)

Nesta sec¢ao, o principal resultado é o seguinte teorema:

Teorema 3.2. O Cy-semigrupo de contragées (e4);~o, gerado por A, é exponen-
cialmente estdvel.

Demonstracdo. Para provar a estabilidade exponencial de e?! | resta verificar as
condigoes (1.4.5) e (1.4.6) do teorema 1.4.

Primeiro, iremos provar que

p(4) 2 {if, 8 € R}. (3.2.9)
Vamos raciocinar por contradi¢ao. Suponha que a conclusio de (3.2.9) é falsa. En-

tao existe 5 € R tal que i8 € 0(A) e, da imersdo compacta de D(A) em H, temos
que o espectro do operador A é discreto e portanto i3 € um autovalor.

Seja U = (u,us,v,v,)T, U # 0 tal que AU = i3U. Usando a definicio de A,
segue que AU = iU se, e somente se

kge — kvg + p15%u = ifBu, (3.2.10)
by — kg 4+ kv + poff2v = ifv. (3.2.11)

Multiplicando a equagao (3.2.10) por u, obtemos
kugau — kvgu + p1f2u? = ifu?,

e fazendo integragdo por partes em (0, L), segue que
L
/ Blul*’dz =0, o que implica u = 0.
0

Multiplicando a equagao (3.2.11) por v, obtemos
bUzv — kugv + kv? + pa320? = B2,

e fazendo integracao por partes em (0, L), segue que

L
/ Blv|?dz =0, o que implica v =0.
0
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Agora, é facil ver que u = v = 0 & solugéo do sistema

ktgy — kv, 4+ p18%u = iBa(z)u,
buge — kug + kv = —p2ﬂ2v.

Logo, provamos que U = 0, o que é uma contradi¢ao. Portanto, podemos afirmar
que

p(A) 2 {ip, 8 € R}.
Vamos provar que

limsup ||(i3 — A) 7| < cc. (3.2.12)

|B|—o0
Suponhamos que a conclus@o de (3.2.12) é falsa, isto &,

limsup || (i8I — A)~Y| = .

|B|—o00
Existem seqiiéncias (V,,) € H e 8, € R tal que
1(i68d — A) " Vol = n||Vall ¥n > 0.
De if3,, € p(A), temos que existe uma tnica seqiiéncia (U, ) € D(A) tal que
iUy — AU, =V, Ul =1,
isto &, U, = (iB,] — A)"V,, e ||U,|| > n|iB,U, — AU, ||.

Agora, denotamos F,, = i3,U,, — AU, e segue que || F,,|| < n~! e entdo
F,—0 (forte) em H quando n — oo.

Seja uy = v e Yy = ¢, denotamos
U, = (un’vn7,¢)n7¢n)T e ), = (f1n7f2naf3nafr)T € H.
Com essa notagao, temos

L
[0 = [ bluz = 6" 4 pulo"? 4 palo” P+ Pl (3:2.13)
0

De i3,U, — AU, = F,, temos as seguintes equacoes em L?(0, L)

iBpu” — " = f, (3.2.14)
. n _ E n__ n o i n_ fn
180 o (ull — ™), plv 13, (3.2.15)
Bt — 6" = 7, (3.2.16)
iBud™ — L, + gy = Zgm = g7 (3:217)
n P2 T 02 T D2 — J4 - e
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Fazendo o produto interno de i6,U,, — AU,, = F,, com U,, temos
'Lﬁn”UHHQ — (AU, Un) = (Fi, Uy),
tomando a parte real e utilizando (3.2.8), obtemos

o 1 2 1 2
/ [— 0" + —|¢"[*|dz = Re(F,,Us,).
0o P1 P2

Observando que (U,,) é limitado e que F;,, — 0, temos

L
/ |o™[2dx — 0, (3.2.18)
0
L
/ |¢"|?dx — 0, (3.2.19)
0
0 que segue
v™ — 0 (forte) em L*(0,L), (3.2.20)
¢" — 0 (forte) em L*(0,L). (3.2.21)

Agora, consideremos a equagao
e usando (3.2.8), obtemos
2 : g 1 n|2 1 n|2 :
0o P1 P2
o que implica B, U, ]|> — 0 ¢ entdo 4, [v"[2 — 0 ¢ 4,[¢"[2 — 0.
Agora, ¢é facil ver que

Balv"|> =0 e v™ — 0 implica B,v" — 0,

Buld"> =0 e ¢™ — 0 implica B,¢" — 0.

Usando a equagao (3.2.15), temos

L
/ (ul — ), i — 0
0

e usando a desigualdade de Poincare, obtemos

L
/ lu — ™ [2dx — 0. (3.2.22)
0
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Combinando (3.2.17), (3.2.21) e (3.2.22), segue que

L
/ |y |2dx — 0, (3.2.23)
0

e usando novamente a desigualdade de Poincaré, obtemos

L
/ | |2de — 0. (3.2.24)
0

Finalmente, de (3.2.20), (3.2.21), (3.2.22), (3.2.24), obtemos ||U,|| — 0, o que é uma
contradi¢ao e, portanto, temos que

limsup ||(i8 — A) 7| < oc.

|8l =00

Tendo verificado as condigoes (1.4.5) e (1.4.6) do teorema 1.4, a demonstracao esta
completa. O

3.3 Duas Dissipagoes Localmente Distribuidas

Nesta secao, iremos considerar o problema com duas dissipac¢oes localmente distri-
buidas. Isso significa que, diferentemente do problema da secdo anterior, onde o
atrito atuava de modo uniforme em toda a viga, agora o atrito atua em cada ponto
da viga levando-se em conta as propriedades locais do material constitutivo. Nesse
sentido, iremos provar o decaimento exponencial para a solugdo (u, ) do seguinte
modelo

pruge — k(ugy — )y +a(z)uy = 0, em (0,L) x (0,00), (3.3.25)
p2thit — by + k(ug — ) +b(x)yy = 0, em (0,L) x (0,00), (3.3.26)
u(0,t) = u(L,t) = (0,t) = (L, t) = 0, t >0, (3.3.27)

onde a e b sdo fungdes continuas e positivas, isto ¢, a(z) > a >0, b(z) > b > 0.

Assumiremos a existéncia e unicidade de solugdo para o problema de (3.3.25)-
(3.3.27), a qual pode ser provada por semigrupos ( ver A. Soufyane [14] ) ou método
de Faedo-Galerkin ( ver C. A. Raposo [11] ). Esse problema é bem posto para da-
dos iniciais (ug,u1), (0,%1) no espago de Sobolev [H2(0, L) x H}(0, L)]. Solugdes
fracas e energia também estdo definidas no espago [H} (0, L) x L?(0, L)].

Estabilidade Exponencial

Consideremos, entdo, o espaco de energia H, associado ao sistema (3.3.25)-(3.3.27),
onde H = [HE(0, L) x L?(0, L)]%. O produto interno nesse espago ¢ definido para

U = (uj,v-j,wj,yj)T €H, j=1,2
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do seguinte modo:
L
(U1,Us) = / [E(ul —wh)(u? — w?) + pro'v? + poyty? + bw'w?|dz.
0

Denotaremos por ||U||? = (U,U) a norma no espago de energia. O sistema (3.3.25)-
(3.3.27) pode ser escrito do seguinte modo

Tty - av@) =0,

dt
onde
u 0 I 0 0
k -1 1
| owe _ E()M Ha(m) pT()I 0
Y %()z 0 %()m - p% ;—:b(x)

com D(A) = [(H2(0, L) N HE (0, L)) x HL(0,L)]2.

Consideremos agora o seguinte teorema, que estabelece uma importante proprie-
dade do operador A.

Teorema 3.3. O operador A gera um Cy-semigrupo de contragées (e*)i~o em H.
Demonstragao. Ver [16]. O
Uma outra propriedade importante do operator A é a seguinte:

Propriedade 3.2. O operator A € dissipativo.

Demonstragdo. Seja U = (u,us, v, ;)T , temos

L
(AU U) = — /0 [%a(x)\ut|2+p—tb(aj)|z/)t|2]dx. (3.3.28)

Nesta segao, o principal resultado é o seguinte teorema:

Teorema 3.4. O Cy-semigrupo de contragoes (eAt)t>0, gerado por A, € exponen-
cialmente estdvel.

Demonstracdo. Para provar a estabilidade exponencial de e4t, basta verificar as
condigoes (1.4.5) e (1.4.6) do teorema 1.4.

Primeiro, iremos provar que

p(A) 2 {if, 8 € R}. (3.3.29)
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Raciocinando por contradigdo, suponha que a conclusao (3.3.29) é falsa. Existe
0 € R tal que i8 € o(A) e da imersdo compacta de D(A) in H, i3 é autovalor.

Seja U = (u,us,v,v,)%, U # 0 tal que AU = i3U. Usando a definicio de A,

segue que AU = iU se, e somente se

ktgy — kv, 4 p18%u = iBa(z)u,

bge — kg + kv + paf2v = iBb(z)v.
Multiplicando a equagéo (3.3.30) por u, temos
kugau — kvgu + p1f2u® = iﬁa(m)uQ,

fazendo integragdo por partes em (0, L), obtemos

L
/ Ba(x)lul*de =0, o que implica u = 0.
0

Agora, multiplicando a equagao (3.3.31) por v, temos
bUgav — kugv + kv? + po32v? = iﬂb(w)vQ,

fazendo integracao por partes em (0, L), obtemos

L

Bb(x)|v|*dx =0, o que implica v = 0.

E facil ver que u = v = 0 é solucao do sistema

ktge — kvg + p13%u = ifa(x)u,
bge — kg + kv + paf2v = iBb(z)v.

Logo, temos uma contradi¢ao pois U # 0 e isso completa a prova de

p(A) 2 {iB, B € R}.
Agora, provaremos que

limsup ||(i3 — A) 7| < oc.

|B]—00
Suponhamos que (3.3.32) é falso, isto ¢,

limsup || (i8I — A)™Y| = 0.

|B|—o00
Existem sequéncias (V;,) € H e 8, € R tal que

1(iBnd — A)" 'V, || > n||Vi| ¥n > 0.

(3.3.30)

(3.3.31)

(3.3.32)
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De i3, € p(A), temos que existe uma tnica sequéncia (U, ) € D(A) tal que

16, U, — AU, =V, ||U.|l =1,
isto &, Uy, = (i8I — A)71V,, e |U,|| > nlliB,Un — AU, ||
Denotamos F,, = i3,U, — AU,, entdo |F,|| <n~le

F,—0 (forte) em H quando n — oo.
Seja u; = v e 1y = ¢, denotamos U,, = (u",v"™, ", ¢™)T e
Fo= (1 f5, 13, )" € H.

Com essa notagao, temos

L
O = [ bluz = 6" 4 pulo"? 4 palo" P+ ez Plde. (333
0

De i3,U, — AU,, = F,, deduzimos as seguintes equacoes em L?(0, L).

iBpu™ — v = fT, (3.3.34)
k 1
10" — —(uy —Y")y — —a(x)v"™ = f3, (3.3.35)
P1 1
iBpp" — " = [f3, (3.3.36)
iBnd" — — iy + —(ug — ") — —b(x)9" = [} (3.3.37)
P2 P2 P2
Agora, fazendo o produto interno de i8,U, — AU, = F,, com U, temos
e tomando a parte real, obtemos
L 1 n|2 1 n|2
[—a(@)[v" " + —b(x)[¢"["]dz = Re(Fyn, Un).
0o P P2
Notando que (U,,) é limitada e que F,, — 0, deduzimos que
L
/ a(x)|v")?dz — 0, (3.3.38)
0
L
/ b(x)|¢" |*dx — 0, (3.3.39)
0

de onde segue que

v™ — 0 (forte) em L*(0,L), (3.3.40)
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¢" — 0 (forte) em L3(0,L). (3.3.41)
Consideremos a equagao
—BullUn||? — (AU, U,y = i(F,,Uy,).

Usando (3.3.28), obtemos

L
_ 2 _ . i n|2 i n|2 —ilF
Bl =i [ e+ -b(a) g P = i(F,. U

o que implica 3,]|U,[|> — 0 e entao B,[v"|*> — 0 e 3,]|¢"|*> — 0.
Agora, é facil ver que:

Bnlv™?> — 0 e v™ — 0 implica 3,v™ — 0,

Bnld™|? — 0 e ¢™ — 0 implica (3,¢™ — 0.

Usando a equagao (3.3.35), temos
L
|z = um s =0
0
e pela desigualdade de Poincare, segue
L
/ Ju —"|*dx — 0. (3.3.42)
0

Combinando (3.3.37), (3.3.41) e (3.3.42), segue que

L
/ [ |*dx — 0, (3.3.43)
0

usando novamente a desigualdade de Poincare, obtemos

L
/ |7 |2dx — 0. (3.3.44)
0

Finalmente, utilizando (3.3.40), (3.3.41), (3.3.42), (3.3.44), concluimos que ||U,]|| —
0, o que é uma contradicao e, portanto, temos provado que

limsup | (i8 — 4) 7| < oo.

|8 =00

Tendo verificadas as condigoes (1.4.5) e (1.4.6) do teorema 1.4 a demonstragao esta
completa. O
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3.4 Uma Dissipacao Localmente Distribuida

Recentemente, A. Soufyany e A. Wehbe [15] provaram a estabiliza¢do uniforme do
sistema de Timoshenko levando em conta uma tunica dissipacao localmente distri-
buida e localizada no dngulo de rotacao v dos filamentos da viga. Nesta secao,
iremos provar que é possivel obter a estabilidade exponencial localizando a dissi-
pacao apenas nas vibragoes transversais u da viga. O resultado que obtemos é
interessante, sobretudo pelo fato de que sob apropriadas condigoes a solu¢ao u do
modelo de vigas de Timoshenko converge para a solugao tnica do modelo de vigas
tridimensional de Kirchhoff, enquanto que v foi introduzido por Timoshenko para
compensar o termo espacial desprezado na dedugao do seu modelo.

Nesse sentido considere o seguinte problema

pug — k(uy — ) +a(z)us = 0, em (0,L) x (0,00), (3.4.45)
potst — bibpy + k(uy — ) = 0, em (0,L) x (0,00), (3.4.46)
u(0,t) = u(L,t) = (0,t) = (L,t) = 0, t>0. (3.4.47)

onde « é uma fungdo continua e positiva, isto é, a(z) > a > 0.

Assumiremos a existéncia e unicidade de solugéo para o problema (3.4.45)-(3.4.47),
a qual pode ser provada por semigrupos ( ver A. Soufyane [14] ) ou método de
Faedo-Galerkin ( ver C. A. Raposo [11] ). O problema é bem posto para dados ini-
ciais (ug,u1), (10,%1) no espago de Sobolev [H?(0, L) x H}(0, L)]?. Solugdes fracas
e energia sdo também definidas em [HJ (0, L) x L%(0, L)%

Estabilidade Exponencial

O espago de energia associado ao sistema (3.4.45)-(3.4.47) ¢
H = [H;(0,L) x L*(0,L)]*.
O produto interno nesse espaco é definido para
Uj = (uj7vj7wj7yj)T S Ha .] = 1727
do seguinte modo
L
(U1,U0) = / [k(ul —wh)(u? —w?) + pro'v? + poyty? + bw'w?|da.

0

A seguir, iremos denotar por |U||?> = (U,U) a norma nesse espago. O sistema

(3.4.45)-(3.4.47) pode ser escrito do seguinte modo

d

ZU() = AU(t) =0,
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onde
U 0 I 0 0
k k 1
o Uz o o1 T 0
U(t) = ?; , A= P1 (()) Ploa(aj) P1 é) e

com D(A) = [(H?(]0, L[) N H (], L[)) x H (J0, L)]*.

Sobre o operador A, temos o seguinte resultado:

Teorema 3.5. O operador A gera um Co-semigrupo de contragées (et)s~o em H.
Demonstragao. Ver [16]. O
O operador A satisfaz a seguinte propriedade:

Propriedade 3.3. O operador A € dissipativo.

Demonstragao. Seja U = (u,us,v,10)T, temos
L
(AU, U) = —/ o(x)|ue|*dx
0

L
< —a/ |ug |2 d (3.4.48)
0

Nesta sec¢ao, o principal resultado é o seguinte teorema:

Teorema 3.6. Seja a € C(0,L) e a(z) > a > 0. Entio et é exponencialmente
estdvel.

Demonstracdo. Para provar a estabilidade exponencial de el , basta verificar as
condigoes (1.4.5) e (1.4.6) do teorema 1.4. Primeiro, iremos provar que

p(A) D {iB, 3 € R}. (3.4.49)

Suponha que a conclus@o (3.4.49) é falsa. Existe 8 € R tal que i3 € o(A) e da
imersdo compacta de D(A) em H, i é um autovalor. Seja U = (u,us,v,v¢)7,
U # 0 tal que AU = iBU. Usando a definicao de A segue que AU = i8U se, e
somente se,

ktge — kv, + p15%u = iBa(z)u, (3.4.50)

bUgy — kg + kv = —paff20. (3.4.51)
Multiplicando a equagao (3.4.50) por u, temos

kugau — kvgu + p1f2u? = iﬁa(m)u2.
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Fazendo integracao por partes em (0, L), obtemos
L
/ [kl |? — kvgu + pr 82l = 0,
0

L
/ Ba(z)u?dr = 0.
0

Entdo, u = 0 e u, = 0 em (0,L). De (3.4.50), obtemos v, = 0, e usando u, = 0,
vy = 0 em (3.4.51), obtemos (k + p23%)v = 0, o que implica v = 0.

Agora, é trivial ver que u = v = 0 é solugao do sistema

kg — kv, + P1/32U = ifa(z)u,
bUgs — kg + kv = —paff20.

Isso ¢ uma contradicao, pois o autovalor U é nao-nulo. Isso completa a demonstragao
de

p(4) 2 {iB, 8 € R}. (3.4.52)
Provaremos que
limsup || (i — A) Y| < oo. (3.4.53)

Suponhamos que a conclusao (3.4.53) é falsa, isto é

limsup || (i8I — A)~Y| = oo.

|B] =00
Existem seqiiéncias (V;,) € H e 3, € R tais que
(iBn — A"V, || > n||V,| Vn > 0.
De i3, € p(A), temos que existe uma unica sequéncia (U, ) € D(A) tal que
iBaUp — AU, = Vi, ||Un]l =1,
isto &, Uy, = (i8] — A)71V,, e |U,|l > nlliB3,Un — AU,
Agora, denotamos F,, = i3, U, — AU,,. Segue que ||F,|| <n~! e entdo
F,—0 (forte) em H quando n — oo.

Seja us = v e 1y = ¢, denotamos U,, = (u",v", %", ¢")T e, com essa notagao, temos

L
O = [ bluz = "2 + pulo"? + pafo™ P+ ez Plde. (3.45)
0
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Escrevemos F, = (f7, f2, f*, fM)T € H e obtemos da identidade i3,U,,— AU,, = F,,
as seguintes equacoes em L2(0, L).

iBpu”™ —v™ = f1, (3.4.55)
B — 2 — gy, — Lo = f, (3.4.56)
4! P1
iBn" — " = f3, (3.4.57)
b k
i@ — —Upy + —(uy — ") = fi. (3.4.58)
P2 P2

Agora, tomando o produto interno de i5,U, — AU,, = F,, com U,, resulta
Z/BnHUnHQ - <AUnv Un> = <Fna Un>

e tomando a parte real, obtemos
L
/ a(x)|v"|?*de = Re(F,,U,).
0
Notemos que (U,,) é limitada e que F;,, — 0, logo, temos que
L
/ afz) o™ [*dz — 0. (3.4.59)
0
Mas a(x) > a > 0, implica
L L
/ afx) o™ 2dx > a/ [v"™ |*dx > 0. (3.4.60)
0 0

Combinando (3.4.59) e (3.4.60), deduzimos que

v™ — 0 (forte) em L*(0,L). (3.4.61)
Agora, consideramos a equagao

~BullUnll* = (AU, Un) = i(Fp, Un)

e usando (3.4.48), obtemos

L
**ﬂnHUﬁHQA*ij[ a(@) 0" 2z = i(Fy, U,)
0

o que implica 3,]|U,||? — 0 e entao (,[v"|> — 0.

Agora, ¢ facil ver que ,[v"|> — 0 e v — 0 implica (,v" — 0.

Usando a equagao (3.4.56), temos

L
/ (' — ), — 0
0
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e da desigualdade de Poincaré

L
/ |u —"|*dx — 0. (3.4.62)
0

Usando (3.4.62) em (3.4.58), segue que
b n

iBnd™ no0. (3.4.63)
P2
Usando a equacao (3.4.57), temos
iBpb™ — @™ — 0. (3.4.64)

Combinando (3.4.63) com (3.4.64) obtemos para n suficientemente grande que
2 b n
P2

e multiplicando a ultima equagao por ¥" e fazendo integragao por partes, obtemos

L b L
—/ e Pde = f/ | da. (3.4.65)
0 P2 Jo

De (3.4.62), temos para n suficientemente grande que u? — 1™ = 0 e multiplicando
por ¥" e fazendo integracao por partes

L L
/ u" P dr + / |¢"|?dx = 0.
0 0

Observando que ¥ é limitada e que u™ — 0 temos u"¢) — 0 e, entdo, para n
suficientemente grande

L
/ |¢™2dx = 0. (3.4.66)
0

Lembramos que o lado direito de (3.4.65) é limitado e assim concluimos que (8,¢™)
é limitado em L?. De ¢™ — 0 em L?, obtemos (3,%™) — 0 em L? e combinando
com (3.4.65), temos

Y" — 0 (forte) em L*(0,L). (3.4.67)
Portanto, de (3.4.57), podemos concluir que
¢" — 0 (forte) em L*(0,L). (3.4.68)

Finalmente, de (3.4.61),(3.4.62), (3.4.67), (3.4.68), temos uma contradigdo. Por-
tanto tendo verificado as condigoes (1.4.5) e (1.4.6) do teorema 1.4, a demonstragao
esta completa. O
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3.5 Exercicios

01. Mostre o decaimento exponencial para o seguinte sistema

pruge — k(ugy — )y + ug 0, em (0,L) x (0,00),
Pty — bbyy + k(ugy — )+ = 0, em (0,L) x (0,00),
(u(m, O)a ut(‘r’ O)a Qﬁ(% O)a '(/Jt(xa O)) (UO(I‘)v ul(x)v '(/}0($>7 ’(/}1 (.1‘)),

u(0,t) = u(L,t) = ¢s(0,t) = ¢ (L,t) = O, t>0.

02. Seja a(x) > a > 0. Mostre o decaimento exponencial para o seguinte sistema

pruge — k(uz — ¥)e + afw)uy 0, em (0,L) x (0,00),
Pt — bgy + k(uz — )+ a(z)py = 0, em (0,L) x (0,00),
(u(z,0), ue(2,0),9(2,0), ¢ (x,0)) = (uo(®),ur(z),vo(x), ¥1(x)),
u(0,t) = u(L,t) = ¥(0,t) = ¥ (L,t) = 0, t > 0.

03. Seja a(x) > a > 0. Mostre o decaimento exponencial para o seguinte sistema

P1Utr — k(uz - 1/)):1: + O‘(x)ut 07 em (07 L) X (07 OO),
Pty — by + E(ugy — )+ = 0, em (0,L) x (0,00),

(u(z,0), ut(x,0),9(z,0),¢e(z,0)) (uo(@), u1 (), vo(@), Y1 (z
uw(0,t) = u(L,t) = ¥,(0,t) = ¥, (L, t) = 0, t>0.

~
~—

04. Seja a(x) > a > 0. Mostre o decaimento exponencial para o seguinte sistema

pruge — k(ugy — )y + ug 0, em (0,L) x (0,00),
P2wtt - bwzw + k(ucv - '(/J) + O‘(x)l/)t = Oa em (Oa L) X (O? 00)7
(u(xvO)ﬂut(xvO)aw(x70)7wt(m70)) = (UO($)7U1($)7’L/Jo(x)7¢1($)),

u(0,t) = u(L,t) = ¢s(0,t) = ¢ (L,t) = 0, t>0.

05. Prove o decaimento exponencial para o seguinte sistema de Timoshenko com
duas dissipagoes tipo memoéria

pruge — k(uy — )z + g1 % Uz = 0, em (0,L) x (0,00),
P2t — Wzx + k(Up — V) + g2 % ey = 0 (0, L) x (0, 00),
(u(z,0),ue(2,0),9(z,0),¢u(2,0)) = (uo(2), ur(x), o(x), ¥1(z)),
w(0,8) = w(L,t) = 9(0,8) = $(L,8) = 0,  t>0,

X
, em X

onde g; e g2 sao os nucleos histéricos nas mesmas condigoes de g do exercicio 03 do
capitulo 2.

06. Prove o decaimento exponencial para o seguinte sistema de Timoshenko com
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uma dissipagao tipo memoria

prugy — k(g —)e + g * Uge

p2tet — bbus + k(ug — 1))

(u(z,0), ue(2,0),%(z,0), ¢ (z,0))
w(0,t) = u(L,t) = ¥(0,t) = (L,t)

Vigas de Timoshenko

0, em (0,L)x (0,00),
0, em (0,L)x (0,00),
(uo (), ur(x), tho(x), 1 (x)),

onde g é o nucleo histérico nas mesmas condigoes do exercicio 03 do capitulo 2.

07.
uma dissipacao tipo memoéria

Upt — k(Uy — )z + g * Uga

Vit — 0ue + k(uy — ) + 0,

O — Ops + 1/Jtz

(u(z,0), ue(,0)

(V(z, 0)7%( 0)

0(x,0

u(0,t) = u(L,t) = (0,t) = (L,
L.t

Prove o decaimento exponencial para o seguinte sistema de Timoshenko com

0, em (0,L) x (0,00),
0, em (0,L)x (0,00),
0, em (0,L)x (0,00),
(uo(z), ur(z)),

(Yo(2), 91 (2)),

Oo(x),

0, t>0,

0, t>0

onde g é o nucleo histérico nas mesmas condigoes do exercicio 03 do capitulo 2.

08. Prove o decaimento exponencial para o seguinte sistema de Timoshenko com

uma dissipacao tipo memoéria

Ut — k(u:n - 7/})1 + 9r

et - GZL’I + 1/115:;:

(u(z,0), u(,0))

(¥ (2, 0),¢¢(x,0))

0(x,0)

uw(0,t) = u(L,t) = ¥(0,t) = (L, t)
ax(ovt) = em(L’t)

0, em (0,L)x (0,00),
0, em (0,L) x (0,00),
0, em (0,L)x (0,00),
(uo(@), u1(x)),

(Vo(x), ¥1(2)),

Oo(z),

0, t >0,

0, t>0

onde g é o nucleo histérico nas mesmas condigoes do exercicio 03 do capitulo 2.

09. Seja o uma constante real positiva, mostre o decaimento exponencial para
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o seguinte sistema de Timoshenko

Utt — k(uw - ¢)z

Vit — Wge + k(uz — V) + b,
0 — Oz + athyy
0),¢(z,0),0(x,0))
¥(0,t) = ¥(L,1)
0(0,t) = 6(L,t)

(u(z, 0), us (2, 0), 9 (,
u(0,t) = u(L,t) =

71

0, em (0,L)x (0,00),

0, em (0,L)x (0,00),

0, em (0,L) x (0,00),
(uo(z), u1(z), vo(z), ¥1(x), 00(z)),
0, t>0,

0, t>0.

10. Seja a(x) > « > 0, mostre o decaimento exponencial para o seguinte sistema

de Timoshenko

Ut — k(um - ¢)ac

¢tt - bwza: + k(uw - w) + 04(33)930

6 —9m:+047/1m:
(U(I)(v)(7)¢t()())
u(0,t) = u(L,t) = ¢(0,1) = ¢ (L,1)

0(0,t) =0(L,t)

0, em (0,L)x (0,00),

0, em (0,L)x (0,00),

0, em (0,L)x (0,00),
(uo(@), u1 (@), vo(z), 11 (), bo(x)),
0, t>0,

0, t>0
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reira

Dimuro e Antonio Carlos da Rocha Costa

7
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

Computabilidade: os limites da Computagao

Regivan H. N. Santiago e Benjamin R. C. Bedregal

Modelagem Multiescala em Materiais e Estruturas

Fernando Rochinha e Alexandre Madureira
Modelagem em Biomatematica (Coraci Malta ed.)

1 - “Modelagem matematica do comportamento elétrico de neurdnios e al-
gumas aplicagoes”
Reynaldo D. Pinto

2 - “Redes complexas e aplicagoes nas Ciéncias”
José Carlos M. Mombach

3 - “Possiveis niveis de complexidade na modelagem de sistemas biolégicos”
Henrique L. Lenzi, Waldemiro de Souza Romanha e Marcelo Pelajo-
Machado

A logica na construcao dos argumentos

Angela Cruz e José Eduardo de Almeida Moura

Modelagem Matemaética e Simulagdo Numérica em Dindmica dos Fluidos
Valdemir G. Ferreira, Hélio A. Navarro, Magda K. Kaibara

Introdugao ao Tratamento da Informagao nos Ensinos Fundamental e Médio

Marcilia Andrade Campos, Paulo Figueiredo Lima

Teoria dos Conjuntos Fuzzy com Aplicagbes
Rosana Sueli da Motta Jafelice, Laércio Carvalho de Barros, Rodney

Carlos Bassanezi

Introdugéo & Construgdo de Modelos de Otimizagao Linear e Inteira

Socorro Rangel

Observar e Pensar, antes de Modelar
Flavio Shigeo Yamamoto, Sérgio Alves, Edson P. Marques Filho, Amauri
P. de Oliveira

Fragoes Continuas: Propriedades e Aplicagoes

Eliana Xavier Linhares de Andrade, Cleonice Fatima Bracciali

Uma Introdugao a Teoria de Codigos
Carlile Campos Lavor, Marcelo Muniz Silva Alves, Rogério

Monteiro de Siqueira, Sueli Irene Rodrigues Costa



22.

23.

24.

25.

26.

Analise e Processamento de Sinais

Rubens Sampaio, Edson Cataldo, Alexandre de Souza Brandao

Introdugao aos Métodos Discretos de Analise Numérica de EDO e EDP

David Soares Pinto Junior

Representacoes Computacionais de Grafos

Lilian Markenzon, Oswaldo Vernet

Ondas Oceéanicas de Superficie

Leandro Farina

Técnicas de Modelagem de Processos Epidémicos e Evolucionarios

Domingos Alves, Henrique Fabricio Gagliardi
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